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Introduction
Dans le domaine de l’industrie des transports, il est de manière générale nécessaire de réduire
les niveaux de vibrations structurelles. En effet, au-delà des dommages et dégradations dus à
ces vibrations, les structures vibrantes peuvent donner naissance à un rayonnement acoustique,
venant du couplage naturel entre les particules fluides du milieu aux interfaces extérieures du
matériau. Ainsi, dans le cas plus spécifique de l’aéronautique et du spatial, où les aéronefs par
exemple sont soumis à de fortes sollicitations, une partie du bruit interne provient du rayon-
nement acoustique des matériaux composants la cabine ou le cockpit. Or, le confort acoustique
est un paramètre important pour les compagnies aériennes désirant se distinguer. En effet, ces
domaines industriels sont soumis à une concurrence croissante, qu’elle vienne de constructeurs
historiques (Airbus, Boeing, Bombardier ou encore Dassault) ou émergents, comme Embraer ou
Comac, le constructeur chinois. Il faut alors redoubler de créativité pour proposer des solutions
innovantes et se démarquer de ses concurrents. C’est pourquoi un large panel de solutions visant
à réduire le rayonnement acoustique provenant des vibrations de parois d’habitacle existe. Ces
solutions doivent bien entendu répondre à un cahier des charges strict et des paramètres comme
l’encombrement, la masse ajoutée ou encore le coût sont surveillés de près. Pouvoir optimiser
l’ensemble de ces solutions devient donc un atout majeur. Le schéma de la figure 1 présente une
configuration avion, avec d’un côté la partie fuselage, et de l’autre l’habillage intérieur. On com-
prend d’autant mieux l’importance de l’encombrement, ou encore le type de sollicitations que
peut subir l’assemblage. Les deux enjeux principaux qui se dégagent in fine sont donc la sécurité
et l’intégrité structurelle, ainsi que le confort acoustique.
Structure et 
peau métallique
Visco-élastique &
couche contrainte
Panneau composite
Protection
Amortisseur et
dissipateur
Laine de verre
Matériau 
amortissant rigide
Visco-élastique &
couche contrainte
 
Panneau de finition
avec mousse
EXTERIEUR
-50 °C / FL350
SPL >130dB [A]
INTERIEUR
20°C
SPL <70dB [A]
{ {
Fuselage Panneau habillage
Figure 1. – Exemple de configuration avion extérieur / intérieur.
Une autre composante prépondérante dans ce milieu est, comme évoqué précédemment, la re-
cherche de la réduction de masse, afin de réduire la consommation et donc le coût global du
vol. En cela, les matériaux composites sont de plus en plus utilisés, aussi bien pour les pièces
secondaires que pour des parties primaires, comme les ailes de l’avion d’Airbus A350-XWB ou le
fuselage de l’hélicoptère NH90 de NH Industry pour ne citer qu’eux. En cabine, ils sont utilisés
dans de multiples applications, comme par exemple pour les panneaux d’habillage (voir le pan-
neau composite de la figure 1). Mais avec la réduction de la masse, vient une augmentation de
la transmission acoustique du matériau (loi de masse), résultant en une augmentation du niveau
sonore.
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Voila le paradoxe de cette problématique, où l’enjeu est de palier l’augmentation des vibrations
structurelles et des niveaux acoustiques avec de nouvelles technologies faiblement encombrantes et
légères. De nombreuses solutions existent, qu’elles soient actives ou passives. Mais elles sont sou-
vent lourdes (voire même contraignantes à installer), et viennent contrebalancer le gain de poids
du composite, voire alourdir davantage les aéronefs. On a donc besoin de solutions minimisant la
masse ajoutée, tout en respectant par exemple les contraintes de la certification aéronautique, de
sécurité et de tenue mécanique.
A l’ONERA, des expériences menées en amont de cette thèse sur des panneaux composites
intégrants des distributions fractales d’hétérogénéités ont été réalisées. Elles ont mis en évidence
une réduction du niveau acoustique rayonné par ces structures dans un montage encastré en
transmission entre une chambre réverbérante et une chambre assourdie. Les résultats sur ces
panneaux mettent en avant un rapport entre masse ajoutée et diminution du bruit rayonné pro-
metteur, et le principe de ce type de surchargement fractal a donné naissance à un brevet en
collaboration avec la société ATECA [ONERA/ATECA, Bulletin du 13.08.2015]. Les résultats ne
permettent cependant pas de décrire précisément les phénomènes physiques impliqués car seule
la puissance acoustique rayonnée a été mesurée. Il conviendrait alors de mesurer également la
dynamique vibratoire de la structure, afin de chercher les corrélations entre les deux phénomènes
qui sont de facto liés. De plus, l’ONERA ne dispose pas d’un outil de prédiction du comportement
vibro-acoustique applicable à ce type de structure hétérogène.
Par ailleurs, les structures surchargées ont été largement étudiées dans la littérature. Si on
s’intéresse plus spécifiquement aux surchargements non périodiques, on peut noter les études
et modèles mécaniques 1D [Bertaud du Chazaud, 2004] et 2D [Bertaud du Chazaud et Gibiat,
2008] de matériaux homogènes sous tension, tels que respectivement des cordes et membranes.
La particularité de ces travaux est que les distributions de surchargements massiques suivent des
schémas fractaux. Les auteurs proposent des analyses numériques quantifiant l’impact de l’ordre
du fractal et également l’importance du surchargement local. Une étude comparant les distribu-
tions fractales et pseudo-aléatoires a également été réalisée, montrant l’intérêt de ces schémas. Les
simulations et mesures ont mis en évidence le phénomène de localisation spatiale du déplacement
transverse de ces systèmes, ainsi que la signature du fractal à travers une analyse des fréquences
propres. Cependant, ces études ne se sont intéressées qu’à des matériaux homogènes et soumis
à des efforts de tension. De plus, les surcharges sont des ajouts de masses locales, disposées sur
le contour extérieur ou de part et d’autre de la structure, ces dernières étant très élancées et
peu épaisses. Elles ne prennent pas non plus en compte les considérations acoustiques liées au
rayonnement de tels montages.
Le comportement vibratoire de structures surchargées est un domaine aujourd’hui bien exploré.
En particulier le cas des réseaux périodiques, avec des études qui ont montré des phénomènes
passe-bandes et coupe-bandes assez marqués [Sánchez-Pérez et al., 2009], notamment dans le cas
d’une propagation en milieu fluide. La littérature a montré que d’un surchargement massique dis-
tribué résulte des phénomènes de localisation pour divers types de milieux et matériaux. Toutefois,
à la connaissance de l’auteur, il n’existe pas aujourd’hui d’étude spécifique sur le comportement
des matériaux sandwich dont le surchargement se situe au sein même du matériau, et dont le
schéma du surchargement s’inspire de motif fractal. De plus, il n’existe pas d’études couplant
l’acoustique à la vibration structurelle pour ce genre de structures.
L’ensemble de ces considérations et des éléments évoqués ont mené à ces travaux de thèse,
qui proposent de développer un modèle ainsi qu’un outil de simulation du comportement vibro-
acoustique de structures surchargées par des distributions fractales de masses.
Ce manuscrit est organisé selon le cheminement de l’activité menée par l’auteur, et dans l’ordre
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chronologique. En effet, le traitement du sujet commence par l’étude et la validation du cas assez
fondamental de la poutre (modèle, simulation et validation), avant d’être étendu à des structures
planes de type plaques.
Dans le premier chapitre (voir chapitre 1), le manuscrit propose des éléments d’état de l’art
des connaissances sur les modèles et les stratégies de modélisation des comportements vibratoire
et acoustique de matériaux composites.
La démarche a consisté dans un premier temps à élaborer le modèle de comportement méca-
nique dynamique de poutres composites sandwich surchargées. Pour cela, on modélise le matériau
sandwich comme un matériau homogène équivalent. Les équations qui régissent la mécanique de
la structure sont introduites, et la stratégie de modélisation aussi. Elle consiste à discrétiser la
poutre, et à venir approximer les opérateurs dérivés sur ce support discret. On reformule les équa-
tions en un problème aux valeurs propres, en y intégrant les conditions aux limites. Les fréquences
et déformées modales forment l’ensemble des solutions. L’intérêt d’un tel modèle est la capacité
de pouvoir venir y ajouter facilement des éléments additionnels. Ainsi, les distributions fractales
de sur-masses sont introduites, et les solutions modales de la poutre surchargée sont calculées via
le même schéma numérique. La structure de ce modèle est présentée au chapitre 2.
Afin de valider ce modèle mécanique dans le cas d’une poutre non-surchargée appuyée, le cha-
pitre 3 propose de comparer les résultats des simulations numériques obtenues à partir du modèle
à des résultats analytiques de la littérature. Ensuite, la poutre non-surchargée est considérée en-
castrée, et une expérience est mise en place afin de confronter le modèle à une configuration réelle.
Les processus de mesure et de post-traitement y sont présentés. A l’issue de ces deux comparai-
sons, le modèle mécanique de poutre non-surchargée du chapitre 2 est considéré comme validé.
Dans le chapitre 4, les poutres sont surchargées par plusieurs configurations de fractales. Le
cas des distributions de masselottes en aluminium permet une étude complète du comportement
mécanique des poutres fractales. En effet, les résultats numériques et expérimentaux sont com-
parés, notamment au travers de l’analyse des déformées et fréquences modales, mais également
via les courbes de fonctions de réponse en fréquence mesurées pendant la campagne d’essai.
Afin d’étendre la compréhension des phénomènes mis en jeux, plusieurs études dédiées sont
réalisées. On peut citer par exemple l’évaluation de l’influence d’un matériau amortissant pour
les masselottes, par rapport à la prise en compte de sa masse ajoutée dans le modèle. Une étude
de comportement du modèle dans un cas d’extrême surchargement permet également d’évaluer
les limites des hypothèses.
Pour compléter l’étude mécanique des poutres surchargées, le couplage vibro-acoustique a été
étudié dans le chapitre 5, au travers du rayonnement en champ lointain des modes. Ces simulations
sont basées sur un modèle de rayonnement acoustique issu de la littérature, et appliqué à notre
présente étude. Il permet d’évaluer l’influence des distributions fractales de masses au sein des
poutres sandwich, en les comparant avec des poutres sandwich non-surchargées.
Une partie des éléments présentés dans les cinq premiers chapitres a donné lieu à deux présen-
tations en congrès : lors du congrès francophone 13ème Congrès Français d’Acoustique couplé à la
20th conference VIbrations, SHocks and NOise qui c’est tenu au Mans en 2016 (CFA/VISHNO),
et lors du congrès international 42th European Rotorcraft Forum qui a eu lieu à Lille en 2016.
Ces deux interventions ont donné naissance à deux actes de congrès, respectivement « Effet d’une
Distribution Pré-Fractale sur le comportement Vibro-Acoustique d’une Structure Sandwich en
Flexion » [Derré et Simon, 2016b] et Concept of « Fractal » Helicopter Trim Panel [Derré et
Simon, 2016a].
Enfin, le chapitre 6 fait l’objet de l’extension du modèle mécanique de poutres sandwich surchar-
xiii
Introduction
gées à des panneaux sandwich que l’on vient également surcharger. La méthodologie est basée sur
celle présentée dans le chapitre 2, en étant adaptée aux spécificités des structures 2D, notamment
au niveau de la prise en compte des conditions aux limites. Des premières simulations mécaniques
sont réalisées, permettant d’estimer l’influence d’une distribution fractale sur le comportement
vibratoire de telles structures.
Une partie des éléments de ce sixième chapitre a été présentée lors du congrès international
173rd Meeting of the Acoustical Society of America and the 8th Forum Acusticum qui s’est tenu
à Boston en 2017. Il a donné lieu à l’article publié Vibrational behavior of sandwich structures
overloaded by fractal distribution of masses [Derré et Simon, 2017].
Ce manuscrit se conclut par une discussion sur les développements réalisés et les résultats
obtenus. Elle est suivie par un bilan de l’ensemble des travaux de cette thèse, et propose pour
terminer des perspectives générales pour la poursuite des travaux dans cette thématique.
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Première partie
État de l’art et mise en contexte
1

1. État de l’art et mise en contexte
Ce chapitre propose des éléments de l’état de l’art des connaissances sur les modèles et
les stratégies de modélisation des comportements vibratoire et acoustique de matériaux,
composites ou non. On propose également une introduction à la thématique des matériaux
architecturés, au travers d’articles et de publications qui couvrent plusieurs domaines et
applications.
Le but est de positionner la thèse par rapport à des études connues existantes, afin de
permettre au lecteur de comprendre le travail et les apports de ces travaux. De plus, ces
éléments permettront notamment de justifier les choix et les hypothèses faites dans le cadre
de cette thèse.
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1. État de l’art et mise en contexte
1.1. Position de la problématique
Au sein d’un habitacle d’aéronef, les sources de bruit sont d’origines variées. Si on prend
l’exemple d’un hélicoptère, la figure 1.1 extraite de Simon et al. [2014] propose un spectre acous-
tique mesuré en cabine d’hélicoptère. Un peigne de raies provenant de la boîte de transmission
principale (MGB sur la figure, pour Main Gear Box) est très présent, avec des harmoniques dont
les amplitudes décroissent avec l’augmentation de l’ordre. Cette boîte de transmission est située
au-dessus du plancher mécanique de l’hélicoptère, celui-ci séparant l’habitacle via le plafond. On
retrouve également une excitation large bande caractéristique du bruit aérodynamique de couche
limite transmis en cabine, qui diminue avec la fréquence. Enfin, à plus haute fréquence, un pic
énergétique représentatif du régime moteur est observé.
Figure 1.1. – Schéma synthétique des principales sources de bruit d’un hélicoptère (gauche) et
spectre mesuré en cabine (droite).
En raison de la multiplicité des types de bruit rencontrés, on imagine aisément que les solu-
tions qui y répondent, c’est-à-dire qui diminuent leurs amplitudes, sont également multiples. Une
première catégorisation permet de séparer les solutions dites passives des solutions actives. Ces
dernières nécessitent un apport d’énergie, que ce soit pour activer, désactiver ou encore piloter
le système de réduction de bruit. Dans le cadre de ces travaux de thèse, l’orientation vers une
solution passive avait été retenue, afin de faire une premier tri dans les possibilités.
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1.2. État de l’art des modèles de comportement mécanique et
acoustique de structures homogènes et composites
1.2.1. Introduction aux matériaux composites
L’idée d’associer deux ou plusieurs matériaux afin d’utiliser les points forts de chacun remonte
aussi loin que l’histoire des premières constructions, comme le montre l’exemple du torchis, mé-
lange de paille et de terre argileuse utilisé pour renforcer les murs depuis l’Antiquité. On retrouve
ici les éléments fondateurs d’un composite : une matrice ou milieu hôte (la terre) et un renfort
à base de fibres (la paille). Il existe bien d’autres types de composites, comme les matériaux
multi-couches, que l’on retrouve à l’état naturel comme par exemple les arbres avec leurs troncs
formés de couches concentriques de bois de densités et de rigidités différentes.
Sans vouloir retracer toute la chronologie, on peut citer quelques exemples historiques d’utili-
sations des composites dans l’industrie. Les premiers plis stratifiés en plis de verre et en résine
époxy sont utilisés dans les années 40. Produite à partir de 1955, la Citroën DS voit son pa-
villon passer d’une fonction structurelle à une fonction purement esthétique et pratique. Ainsi,
afin d’alléger son poids, il est alors remplacé par du polyester avec une couche de fibre de verre.
Dans le domaine des sports, c’est Rossignol qui, en 1964, commence à utiliser des composites
pour ses skis avec le modèle Strato. Pour ce qui est de l’industrie aéronautique [Gay, 2015], les
matériaux composites peuvent présenter, en plus de leur tenue mécanique et leur gain de masse,
des propriétés électro-magnétiques par exemple, ce qui est intéressant pour les problématiques
de conduction de la foudre pour les aéronefs. Leur utilisation était à la base répandue dans les
pièces dites secondaires (bord d’attaque, panneaux d’habillage, etc.) mais devient de plus en plus
commune pour les pièces de la structure principale, comme le fuselage ou l’ensemble de la voilure.
Les structures sandwich
Ces matériaux présentent une augmentation de la rigidité de flexion statique due à l’écartement
des peaux à moindre masse ajoutée, le cœur étant souvent assez léger. En effet, la rigidité de
flexion d’un matériau multi-couche est égale à la somme des rigidités de flexion de chacune des
couches par rapport à la ligne neutre. On considère le cas d’un matériau à âme 1 centrale et peaux
extérieures. En utilisant le théorème de Huygens (transport du moment d’inertie par rapport à la
ligne moyenne d’une peau à la ligne moyenne de la poutre sandwich), on obtient alors la rigidité
Dsand équivalente
Dsand = EcIc + 2× EpIp ,
= Ec Lyh
3
c
12 + 2× Ep
(
Lyh3p
12 + Lyhp
(
hc+hp
2
)2)
,
(1.1)
où l’on identifie respectivement les modules d’Young et les moments d’inerties du cœur (c) et
des peaux (p) par E et I ainsi que les épaisseurs des éléments constituants h et la largeur de
la poutre notée Ly. Dans le cas des composites considérés dans cette thèse, le cœur est un nid
d’abeille en Nomex R©à cellules hexagonales, un papier aramide imprégné d’une résine phénolique.
A titre d’exemple, les caractéristiques d’un modèle ECA à cellules hexagonales sont données dans
le tableau 1.1. Dans la plupart des applications, les matériaux des peaux sont sélectionnés plutôt
pour leur rigidité et robustesse, là où le cœur l’est pour sa tenue mécanique en cisaillement à
moindre masse, le tout étant maintenu par une couche de pré-imprégné résineux à l’interface
entre chaque constituant.
1. On emploie souvent le terme de cœur également.
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Diamètre des cellules 4.8 (mm)
Densité 48 (kg.m-3)
Résistance en compression (min) 2.60 (N.mm-2)
Résistance au cisaillement-L (min) 0.98 (N.mm-2)
Résistance au cisaillement-W (min) 0.56 (N.mm-2)
Table 1.1. – Caractéristiques du nid d’abeille NomexR© hexagonal ECA-I de Euro-composites.
1.2.2. Sélection d’études représentatives
Cette revue de la littérature présente quelques modèles et méthodes de modélisations du com-
portement mécanique et acoustique de matériaux. L’objectif n’est pas ici de présenter l’ensemble
des travaux relatifs à cette thématique (ce qui serait d’ailleurs un travail titanesque), mais plutôt
de donner les éléments nécessaires à la compréhension des choix qui sont faits dans le cadre de
cette thèse.
L’article de Han et al. [1999] propose une revue de quelques uns des modèles mécaniques de
poutres les plus utilisés. Les équations du comportement dynamique présentées sont obtenues
à partir d’une formulation énergétique, en appliquant le principe variationnel de Hamilton sur
les Lagrangiens. Les auteurs listent ensuite les solutions des équations, ainsi que les relations de
dispersion. Les quatre modèles présentés dans cet article sont :
— le modèle type d’Euler-Bernoulli (abrégé E-B), adapté pour des poutres fines en flexion
simple ;
— le modèle de Rayleigh, qui ajoute les effets de rotation de la section droite. Cela a pour
effet de corriger en partie la surestimation des fréquences propres du modèle E-B pour les
modes d’ordres élevés ;
— un modèle dit d’« Euler-shear 2 », qui vient ajouter les effets de cisaillement à celui d’E-B ;
— le modèle de Timoshenko, ajoutant la prise en compte de l’inertie de rotation au modèle
shear. Un paramètre important est la prise en compte du facteur de forme de la poutre, qui
intervient car le cisaillement n’est pas le même sur la section droite.
Le tableau 1.2 résume quels sont les phénomènes physiques pris en compte par les modèles cités
précédemment.
Beam Models Bending Mom. Lateral Displ. Shear Def. Rot. inertia
Euler-B. yes yes no no
Rayleigh yes yes no yes
Shear yes yes yes no
Timoshenko yes yes yes yes
Table 1.2. – Tableau issu de Han et al. [1999].
Nilsson [1990] établit des modèles de nombres d’ondes, facteur de perte et rigidité de flexion
apparente pour des constructions sandwich. L’auteur montre notamment que la rigidité de flexion
dépend classiquement des paramètres des composants ainsi que de leurs géométries, mais égale-
ment de la fréquence. Il calcule une première estimation de la rigidité de flexion pour les basses
2. où shear signifie cisaillement en anglais.
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fréquences, et résout les équations du mouvement à l’aide d’un processus itératif. La figure 1.2
présente l’évolution du ratio des rigidités de flexion en basses fréquences et effective en fonction
de la fréquences, et compare les simulations avec des résultats exprérimentaux. Ce résultat met
en avant la contribution des différents constituants du matériau en fonction de la fréquence, et
l’intérêt d’inclure les effets de cisaillement et de rotation dans le modèle.
Figure 1.2. – Image extraite de Nilsson [1990].
Backström et Nilsson [2007] ré-exposent la détermination de la total bending stiffness per unit
width of the sandwich beam 3 Dtot d’un multi-couche type sandwich (3 éléments) non forcément
symétrique
Dtot = c0E1 + c1E2 + c2Ec , (1.2)
où E1 et E2 sont les modules d’Young des peaux stratifiées (considérées comme homogènes), et
Ec celui du cœur. Les coefficients ci sont donnés par
c0 = −y0h21 + y20h1 +
1
3h
3
1 , (1.3)
c1 =
1
3
(
(h1 + hc + h2)3 − (h1 + hc)3
)
+ y20h2 − y0
(
(h1 + hc + h2)2 − (h1 + hc)2
)
, (1.4)
c2 = −y0
(
(h1 + hc)2 − h21
)
+ y20hc +
1
3
(
(h1 + hc)3 − h31
)
, (1.5)
avec y0 la coordonné de la couche neutre telle que
y0 =
h21E1 + (2h1 + hc)hcEc + (h1 + 2hc + h2)h2E2
2 (h1E1 + hcEc + h2E2)
. (1.6)
Enfin, les bending stiffnesses per unit width Di (rigidités de flexion par unité de largeur) des peaux
sont définies comme
Di =
h3iEi
12 . (1.7)
L’avantage de cette écriture est de conserver la position de la ligne neutre. En effet, bien que
ramenée à zéro car centrée pour la plupart des études, cette formulation est complète. Ils l’uti-
lisent plus tard pour formuler des relations dépendantes de la fréquence. En effet, la stratégie
3. Comprendre la rigidité de flexion de la poutre sandwich divisée par la largeur de la poutre
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déployée dans cet article consiste à considérer la poutre sandwich comme homogène, afin de la
traiter comme un matériau uniforme, tout en introduisant les effets des différents éléments la
composant au travers des paramètres mécaniques (rigidité de flexion et modules de cisaillement
par exemple) dépendants de la fréquence.
Dans leur article [Chronopoulos et al., 2013], les auteurs utilisent la méthode de la raideur
dynamique pour calculer le comportement mécanique de panneaux composites, au travers d’une
méthode homogénéisant le matériau sur sa hauteur, pour se ramener à une couche unique équiva-
lente. En comparant ces résultats avec des simulations 3D complètes de la structures, ils observent
que les résultats sont légèrement différents, mais que cette différence est très faible par rapport
à l’effort pour effectuer une telle simulation, aussi bien sur la paramétrisation de l’étude, que sur
la ressource nécessaire en terme d’heures de calculs.
Subrahmanyam et al. [1985] proposent l’utilisation de la méthode des différences finies (abrégées
DF) sur une poutre discrétisée, afin d’approximer les opérateurs dérivées. Les auteurs mettent
en avant qu’ils obtiennent la détermination directe des caractéristiques dynamiques de la poutre,
sans avoir à passer par des procédures itératives. Ils précisent que les méthodes aux différences
finies peuvent se révéler plus complexes à utiliser proches des conditions aux limites, car des
points nécessaires au calcul peuvent se retrouver à l’extérieur de la structure, et donc ne pas être
physiques. Ils pallient ce problème en utilisant des schémas du premier ordre centré, et obtiennent
une précision satisfaisante par rapport aux résultats théoriques.
Les méthodes aux DF sont également utilisées comme agencement géométrique de réseaux de
capteurs, pour des moyens de mesures expérimentaux par exemple. Grosset [2017] met en place
une mesure vibratoire en deux dimensions via un schéma à 13 points, comme présenté sur la
figure 1.3. L’idée est alors de remonter au comportement mécanique d’un panneau en présence
d’un écoulement fluide sur la face opposée de la structure.
Figure 1.3. – Image extraite de Grosset [2017].
Dans ses travaux, Ruzzene [2004] modélise la vibration et le rayonnement acoustique qui en
découle de poutres sandwich, dont certaines ont un cœur en treillis droit. L’auteur adopte une
modélisation spectrale, basée sur des éléments finis. Il choisit cette méthode notamment pour
la facilité de couplage entre le modèle structurel de la vibration de la poutre et le rayonnement
acoustique. La particularité de son étude est basée sur le fait que les structures treillis du cœur
sont disposées selon l’épaisseur de la poutre, là où les constructions traditionnelles présentent le
treillis ou nid d’abeille selon la hauteur.
Dans ses travaux sur le rayonnement acoustique des structures, Wallace [1972a,b] propose un
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modèle d’estimation de la puissance acoustique totale rayonnée en champ lointain, respective-
ment par une poutre et par un panneau. Il considère que ces structures sont baﬄées, c’est-à-dire
entourées d’un panneau rigide supposé infini qui sépare l’espace en deux demi-espaces. L’auteur
intègre des conditions aux limites simplement supportées et encastrées, et explicite les différences
entre les deux en terme de facteurs de rayonnement acoustique. Il établit la forme de l’onde
acoustique à partir de l’intégrale de Rayleigh, calcule l’intensité rayonnée en champ lointain et
l’intègre pour obtenir la puissance moyenne rayonnée. Il met notamment en avant un phénomène
dit de « waviness » pour les modes d’ordres élevés, qui augmente avec le rapport d’aspect de la
poutre.
L’article de Elliot et Johnson [1993] développe une méthodologie de calcul de la puissance
acoustique rayonnée, au travers de l’estimation de la matrice de résistance de rayonnement. La
force de ce modèle est qu’il estime le rayonnement acoustique issu d’une structure vibrante sans
nécessairement avoir besoin de la formulation analytique du comportement mécanique, mais seule-
ment des déformées modales. En se basant sur un réseau de monopôles rayonnants élémentaires,
on peut calculer la contribution propre de chaque élément, ainsi que les interactions entre les
rayonnements avec l’ensemble des autres cellules élémentaires.
Haase et Unruh [2012] mettent en place la méthodologie analogue à celle de Elliot et Johnson
[1993] pour traiter un problème vibro-acoustique couplé. En effet, les auteurs travaillent sur un
cas de tronçon d’avion, excité acoustiquement de l’extérieur par une façade de haut-parleurs.
La figure 1.4 illustre une vue de l’intérieur du tronçon, qui est une partie contrôlée avec des ac-
tionneurs mécaniques. Ils ont pour but de venir modifier localement le comportement structurel,
afin de limiter son rayonnement acoustique en cabine in fine. Ils mettent en place une stratégie
de contrôle en boucle fermée, et ont de fait besoin d’un estimateur de la puissance acoustique
rayonnée. Les hypothèses du modèle théorique ne sont pas toutes respectées (panneau non plan,
présence de raidisseurs et de fenêtres, etc.), mais par rapport au degré de précision dont les au-
teurs ont besoin, ils peuvent s’appuyer sur ce modèle, qui a l’avantage d’être assez peu couteux
en terme de ressources pour le calcul, et peut donc être facilement déployé, sans pour autant
disposer d’une antenne de capteurs d’intensité acoustique.
Figure 1.4. – Image extraite de Haase et Unruh [2012].
Dans l’article [Xie et al., 2005], les auteurs s’appuient sur les facteurs de rayonnement mo-
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daux individuels pour construire une réponse complète. En effet, en considérant une excitation
ponctuelle de la structure, ils établissent la vitesse quadratique moyenne à partir des vitesses
quadratiques de chaque mode, calculent les facteurs de rayonnement modaux et finalement ob-
tiennent le facteur de rayonnement modal moyen total de la structure.
Enfin, les travaux de Berry et al. [1990] proposent une formulation du rayonnement acoustique
en champ lointain de structures vibrantes, basée sur la méthode variationnelle utilisée pour déter-
miner le comportement vibratoire de cette structure. Les auteurs intègrent également différents
types de conditions aux limites du panneau dans leur modèle, comme des encastrement ou encore
une condition considérant les bords maintenus par un réseau de ressorts. L’analyse des puissances
acoustiques rayonnées dans ces différentes conditions montrent des écarts plus importants dans
les basses fréquences, mais l’effet ne disparait pas pour autant en moyennes et hautes fréquences.
1.2.3. Synthèse
Ces quelques exemples de publications montrent de nombreux aspects de l’état de l’art à ces
sujets de recherche, qui sont toujours d’actualité. On en tire plusieurs enseignements et conseils
importants :
— Même pour un système élémentaire comme la poutre, il existe une grande variété de modèles
décrivant son comportement mécanique, liés aux hypothèses considérées. Il convient donc
d’essayer de déterminer quels seraient a priori les phénomènes dominants attendus en fonc-
tion de l’application désirée. Pour cela, une comparaison avec des études similaires peut être
envisagée. Si c’est possible, il peut également être intéressant de réaliser une pré-expérience,
de petite envergure, mais qui serait révélatrice des éléments à prendre en compte dans le
modèle ;
— Dans le cas de matériaux sandwich, la contribution des différents constituants de la construc-
tion n’intervient pas pour les mêmes régimes de sollicitation. Ainsi, des grandeurs comme la
rigidité de flexion par exemple ne sont pas constantes et dépendent de la fréquence. Il existe
alors des modèles dédiés [Nilsson, 1990; Backström et Nilsson, 2007] à ces grandeurs, dites
effectives, qui sont calculés afin d’être plus représentatif du comportement du matériau dans
son ensemble. Ils nécessitent cependant une connaissance des caractéristiques mécaniques
des matériaux constitutifs qui n’est pas toujours facile à obtenir ;
— Bien que des modèles mécaniques plus avancés donnent souvent un degré de précision sup-
plémentaire, il est à mettre au regard des ressources nécessaires pour réaliser de telles
simulations. Chronopoulos et al. [2013] rappelle qu’il est important de savoir adapter les
moyens à déployer par rapport au degré d’information nécessaire des résultats ;
— des conclusions similaires peuvent être dressées pour la modélisation du rayonnement acous-
tique en champ lointain [Haase et Unruh, 2012].
Enfin, la portée finale de ces travaux étant le rayonnement acoustique provenant d’une struc-
ture vibrante, il peut être intéressant de réfléchir au couplage ou à l’interface entre les deux en
amont. En effet, cela peut permettre d’anticiper les interactions qu’il y aura à la frontière entre
les deux domaines, et également aiguiller sur la stratégie de modélisation à choisir.
Après avoir présenté quelques modèles et stratégies de modélisation de comportement méca-
nique et acoustique, intéressons-nous maintenant au surchargement de ces matériaux par des
réseaux d’hétérogénéités.
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1.3. Revue d’études concernant les matériaux architecturés
1.3.1. Introduction à la notion de réseau
Depuis les années 1990, on voit un intérêt croissant pour des études qui mélangent plusieurs
thématiques et domaines, des systèmes mécaniques périodiques macroscopiques à la cristallogra-
phie. Un élément alors important est la distance avec laquelle on considère le réseau, soit la taille
de l’échelle relative. En effet, un matériau peut être vu comme homogène à l’échelle macrosco-
pique, comme le béton, alors qu’à l’échelle microscopique on observe les bulles incrustées ou les
granulats et graviers le constituant. Pour le réseau qui est inséré dans le milieu hôte, on peut
trouver la dénomination de diffuseur dans certaines publications, ou encore d’hétérogénéité. On
considère que les ondes mécaniques se propagent au sein du milieu hôte, et que le réseau peut
ainsi être vu comme un nombre d’obstacles distribués qui va nuire à la propagation en ligne droite
des ondes, donnant naissance à plusieurs phénomènes. C’est précisément ces derniers, dont on
cherche à exploiter les propriétés, qui constituent les objectifs désirés.
Afin d’illustrer l’importance de l’ordre de grandeur entre les longueurs d’ondes λ et la taille
caractéristique a de la cellule élémentaire du réseau (les distances inter-hétérogénéités le plus
souvent), la figure 1.5 présente trois scénarios canoniques 4. Ainsi, on peut distinguer trois cas de
figures :
— λ >> a, le réseau ne modifie peu ou pas la propagation de l’onde ;
— λ est proche ou proportionnelle à a, il y aura interaction ;
— λ << a, peu ou pas de phénomène.
Figure 1.5. – Trois scénarios entre la longueur d’onde λ et la taille du caractéristique a de la
cellule élémentaire du réseau.
Dans certains cas, on parlera de cristaux phononiques (voire de cristaux soniques) 5. On retrouve
ce terme quand λ est comparable voire inférieure à a, et principalement pour des applications où
les ondes sont purement longitudinales et propagatives, le tout dans un milieu air.
D’autre part, de nombreux travaux s’intéressent à l’étude de constructions appelées méta-
matériaux (ou metamaterials en anglais), qui s’inspirent du grec meta signifiant « après, au-delà ».
On peut trouver différentes définitions pour ce terme, comme par exemple :
4. Il peut y avoir d’autres phénomènes, mais cela dépend de la nature des ondes et des matériaux, ainsi que de
l’échelle (on peut penser aux effets visqueux et thermiques par exemple)
5. Appelés en anglais phononic ou sonic crystals.
11
1. État de l’art et mise en contexte
— un matériau conçu avec des propriétés effectives 6 que l’on ne trouve pas dans la nature ;
— un matériau conçu avec des propriétés effectives qui vont plus loin que celles des matériaux
le constituant ;
— un matériau conçu avec des propriétés à la demande ;
— un matériau dont la constitution structurelle sert à contrôler la propagation des ondes.
La plupart du temps, un méta-matériau est donc un assemblage composite artificiel, dont l’organi-
sation de l’un des réseaux internes (périodique ou non) est d’échelle caractéristique macroscopique
bien inférieure aux longueurs d’ondes qui s’y propagent, et qui va interagir avec ces dernières.
Est également artificiellement amené un complément ou une modification à la structure, le plus
souvent sous forme d’une petite cellule, afin d’ajouter une ou plusieurs fonctionnalités supplé-
mentaires à ces structures.
Globalement, tous ces matériaux sont regroupés sous le qualificatif de « architecturés ». La
figure 1.6 de Collet et al. [2016] propose une classification en fonction de la taille de l’échelle, avec
des exemples de publications associées.
Figure 1.6. – Image extraite de Collet et al. [2016].
Une notion intrinsèque à celle de réseau est la périodicité. En effet, pour qu’un ensemble soit
considéré comme un réseau, il faut qu’il soit constitué d’un nombre représentatif d’éléments. Ainsi,
la cellule élémentaire désigne le plus petit sous-ensemble qui sert de motif de base à l’échelle du
réseau.
Cependant, on peut également trouver des réseaux aléatoires ou pseudo-aléatoires. Entre les
deux, il y a les réseaux multi-échelles, dont particulièrement les configurations auto-similaires,
qui sont présentées plus en détails dans la section suivante.
1.3.2. Des réseaux aux fractales
Depuis plus d’une quarantaine d’années, on entend parler de fractale, inspirant les esprits. Le
terme fractale lui-même est introduit par Mandelbrot [1977]. Nombreux travaux portent sur
l’étude des fractales, et les domaines d’applications le sont tout autant [Sapoval, 2001]. Aussi
6. On entend par propriété effective le fait que pour une caractéristique donnée, par exemple la rigidité de
flexion, on aura une valeur qui dépendra de la sollicitation, la fréquence par exemple.
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pourrait-on définir le terme fractale 7 comme une courbe ou une surface infinie générée par un
motif dit auto-similaire, c’est-à-dire dont le schéma (ou une partie) se répète similairement avec
un facteur d’échelle.
Ainsi, un composite fractal voit une partie d’un de ses constituants disposés selon un schéma
auto-similaire.
Définitions
On parle de figure pré-fractale lorsque le schéma auto-similaire est inscrit un nombre fini de
fois. On peut alors définir un entier naturel n appelé ordre de pré-fractalité qui correspond
au nombre de fois où le processus de construction auto-similaire a été appliqué à partir d’un
motif initial appelé générateur. On peut assimiler ce processus à une multiplicité de similitudes
(transformation qui conserve les rapports de longueurs et d’angles) s’appliquant à partir du
générateur sur les sous-parties du même objet générées par récursivité. On appelle alors fractale
un objet pour lequel n tend vers l’infini, le processus étant donc répété ad libitum.
Typologie
On distingue deux types de fractales. D’un côté, les fractales de surface, pour lesquelles seule-
ment leur frontière présente un caractère auto-similaire. De l’autre, les fractales de masse, qui sont
des objets où le caractère fractal s’exprime dans l’ensemble de l’objet. Ces deux types de fractales
existent aussi bien numériquement (mathématiques : géométrie, algèbre) que physiquement dans
la nature (corps humain, géographie), et à toutes échelles.
Exemples
Le triangle de Sierpinski ou le flocon de Koch sont des objets géométriques construits sur le
principe fractal. On retrouve également d’autres fractales de surface dans le domaine de l’algèbre,
comme les ensembles de Julia ou de Mandelbrot. On peut également penser à des phénomènes
pré-fractaux se trouvant dans notre environnement ou dans la nature, comme le littoral côtier de
la Grande-Bretagne et la frontière du mouvement Brownien.
Les exemples de (pré-)fractales de masses sont aussi nombreux : la forme d’un flocon de neige, le
chou romanesco ou encore l’éponge de Menger pour un objet plus mathématique.
La figure 1.7 présente les quatre premières itérations d’un fractal de Vicsek, générées à partir
de deux formes initiales différentes. On s’aperçoit que les modèles convergent vers des figures
proches, mais on peut cependant toujours les distinguer.
7. On utilisera dans ce document le terme fractale comme un nom commun épicène ou comme un adjectif
qualificatif.
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Figure 1.7. – Quatre premières itérations d’un fractal de Vicsek : à partir d’un saltire ou croix
de Saint André (haut), à partir d’une croix simple (bas).
1.3.3. Sélection d’études représentatives
Les réseaux sont utilisés pour de nombreuses raisons, que ce soit pour contrôler ou modifier
la propagation des ondes. On trouve par exemple des applications ayant pour but de guider,
localiser voire focaliser l’énergie, de sélectionner les fréquences qui passent ou qui ne passent pas,
à la manière d’un filtre mécanique, ou encore pour réaliser des applications liées à la discrétion
ou à la furtivité (ou cloacking en anglais). Cette revue de la littérature n’a pas vocation à être
exhaustive. Elle présente une variété choisie de cas d’applications, méthodes et résultats, qui per-
mettent de situer les travaux de cette thèse par rapport à l’état de l’art, et justifient en partie les
choix réalisés de l’approche retenue.
L’étude de systèmes à plusieurs degrés de liberté remontent aussi loin que les débuts de la mé-
canique moderne, avec Newton pour les systèmes vibrants et Rayleigh pour l’acoustique (voir par
exemple les ouvrages de Rao [1990]; Crawford [1999]). Ceux-ci se sont intéressés à des systèmes
formés de deux ou plusieurs éléments, et étudiés les interactions par le couplage, un exemple
élémentaire étant le pendule double. On parle plus tard de réseau, dans le sens où il y a un
ensemble d’éléments incorporés dans un autre milieu, fluide ou solide. Cette vision s’applique
plus facilement aux systèmes continus, mais peut être aussi prise pour les systèmes discrets. Les
études modernes de systèmes périodiques commencent au début des années 50, aussi bien sur le
plan théorique que sur des structures réelles.
Dans l’article de Sánchez-Pérez et al. [2009], les auteurs étudient un réseau périodique de
diffuseurs, des cylindres rigides, et viennent observer la modification d’une onde acoustique après
propagation au sein de ce réseau. Ils placent leur étude dans la catégorie des cristaux soniques
(Sonic Crystals en anglais), car ils s’intéressent à des gammes de fréquences où les longueurs
d’ondes acoustiques sont inférieures aux distances entre les diffuseurs. Leur approche est basée
sur la théorie des diffractions multiples (Mutiple Scattering Theory abrégée MSC), et ils observent
alors un phénomène de band gap, où les ondes acoustiques sont fortement atténuées. Ce qui est
particulièrement intéressant par la suite, c’est que certains des diffuseurs sont retirés du réseau
initialement périodique dans le but de créer un motif fractal, inspiré du tapis de Sierpinski, qu’ils
considèrent comme une structure quasiment ordonnée (Quasi Ordered Structures abrégée QOS).
La figure 1.8 présente différentes configurations mesurées dans ces travaux. Ce nouvel arrangement
a pour effet d’élargir la largeur de la bande fréquentielle d’atténuation vers les basses fréquences
ainsi que le niveau d’atténuation dans cette bande. Cette étude montre la capacité d’un réseau
fractal à atténuer certaines bandes fréquentielles. Cependant, nous sommes ici dans un cas de
propagation dans un milieu infini, c’est-à-dire sans onde retour. De plus, le milieu de propagation
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étant l’air, la diffraction sur les cylindres rigides est assez forte, du fait notamment de la grande
différence d’impédance entre ces deux milieux.
Figure 1.8. – Image extraite de Sánchez-Pérez et al. [2009].
Comme déjà mentionné dans l’introduction, les travaux [Bertaud du Chazaud, 2004; Bertaud
du Chazaud et al., 2005; Bertaud du Chazaud et Gibiat, 2008] présentent des études mécaniques
de cordes et membranes fractales. Un point particulièrement intéressant des travaux sur les cordes
[Bertaud du Chazaud, 2004; Bertaud du Chazaud et Gibiat, 2008] est la comparaison entre les
distributions fractales et des distributions semi-aléatoires. Plus précisément, à partir des distri-
butions fractales, les auteurs ont réalisé des permutations entre les sous-espaces délimités par les
sur-masses, afin d’arriver à des montages où l’on retrouve le même ensemble des sous-espaces inter-
masses, mais réorganisés différemment, comme présenté sur la figure 1.9. Ils comparent ensuite les
integrated density of states (grandeurs assimilables à des fréquences propres) de ces structures, et
les trouvent quasiment égales, c’est-à-dire indépendantes de l’organisation interne du réseau. Un
autre résultat obtenu est présenté, concernant les déformées dans les cas de distributions ordonnée
et désordonnée. Pour un mode localisé et une corde fortement surchargée (masse ajoutée par la
distribution égale à 1,15 fois la masse de la poutre initiale), la répartition des sous-espaces du
réseau impacte sa capacité à réduire la vibration des zones initialement atténuées. Cependant, il
faut noter que le mode reste largement localisé.
Le cas de modes modifiés par un réseau très légèrement non périodique est mis en évidence
expérimentalement dans un cas assez canonique [Pierre et al., 1987]. En effet, le montage consiste
en une poutre appuyée sur ses extrémités et également sur une ligne proche du centre. Les auteurs
mettent en évidence la différence d’amplitude des ventres que peuvent présenter les deux demies
poutres dans le cas où l’appui n’est pas parfaitement centré. Cette étude met en avant la capacité
de l’énergie à se concentrer dans une zone plutôt qu’une autre, en fonction de sa longueur d’onde
(ou fréquence) par rapport aux dimensions géométriques.
D’autres études de poutre multi-appuyées (ou structures multi-span en anglais) comportant de
légères imperfections ont montré des comportements similaires. Ces imperfections sont souvent
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Figure 1.9. – Images extraites de Bertaud du Chazaud et Gibiat [2008].
désignées comme des désordres (ou disordered en anglais) vis-à-vis d’un schéma périodique théo-
rique, considéré lui parfait. On peut citer par exemple les études de Bouzit et Pierre [1995b,a],
qui choisissent une approche basée sur des matrices de transfert. Ce qui est remarquable dans
leur modèle, c’est la prise en compte de l’amortissement dans les conditions d’appuis des poutres.
Cependant, on reste dans une configuration quasiment périodique, avec seulement un léger déca-
lage entre les appuis. De plus, les poutres sont des structures homogènes et minces.
Mead [1996] a concaténé la plupart des publications en lien avec la thématique de recherche
concernant la propagations des ondes dans les structures périodiques et pseudo-périodiques. Cette
bibliographie, bien que légèrement datée, se révèle être très riche en ressources. De nombreuses
méthodes de résolution des équations et de modélisation y sont décrites, des matrices de transfert
aux méthodes énergétiques. Ce document, bien que difficile à appréhender du fait de son grand
nombre de références et des synthèses proposées 8, permet d’avoir une vue d’ensemble de l’histo-
rique des méthodes. Il serait d’autant plus difficile de s’atteler à un telle tâche aujourd’hui, tant
les méthodes numériques et puissances de calcul ont ouverts un large champ des possibles.
L’article de Chen et Chien [2017] propose l’étude d’un méta-matériau, la combinaison d’un
réseau périodique et d’une résonance localisée basée sur un montage de type membrane-masse.
Les auteurs mettent ainsi en avant deux band gaps de leur méta-poutre : le premier lié au phéno-
mène de Bragg des structures construites selon un schéma périodique, le deuxième lié au système
membrane-masse, qui a été designé pour une fréquence ciblée. En jouant sur les caractéristiques
et la géométrie des matériaux constituant ce système, La fréquence centrale et largeur du band
gap peuvent être ajustées. Les auteurs développent un modèle analytique de la cellule élémen-
taire, et réalisent une simulation aux éléments finis (abrégés FEM pour Finite Element Method).
8. Trente ans de recherches en 30 pages, avec 71 références.
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Cependant, afin d’utiliser les conditions de périodicité sur leur poutre, ils considèrent que leur
motif élémentaire est répété à l’infini dans une direction. Ainsi, il n’y a pas de conditions aux
limites dans cette modélisation. De plus, afin de pouvoir disposer la membrane visco-élastique
tendue, ils viennent percer chaque cellule élémentaire dans le sens de la hauteur, ce qui modifie
de facto le comportement mécanique de la structure.
Comme Chen et Chien [2017], les travaux de Song et al. [2015] proposent d’étudier un panneau
qui combine périodicité et résonance locale. Cependant, les auteurs s’intéressent ici à un panneau
sandwich, sur lequel est disposé un réseau périodique de résonateurs mécaniques (masse-ressort).
Ils s’intéressent aussi bien au comportement vibratoire qu’au comportement acoustique rayonné.
Les résonateurs sont dimensionnés afin d’obtenir un band gap dans la gamme de fréquences dé-
sirée. La masse ajoutée de ces résonateurs est égale à 50 pour cent de la masse initiale de la
cellule élémentaire de panneau composite. La plaque est considérée infinie afin de venir appliquer
les conditions de périodicité du théorème de Bloch [Nouh et al., 2015]. La résolution numérique
est réalisée par FEM. Ils obtiennent également deux bandes de fréquences où l’amplitude des
vibrations est réduite, et la perte par transmission (ou le Sound Transmission Loss abrégée STL)
associé se trouve donc également diminuée. Encore un fois, dans le cas de structures réelles, les
conditions aux limites jouent un rôle fondamental, aussi bien dans le comportement mécanique
de la structure que dans son rayonnement acoustique.
Dans leur article, Zhang et al. [2015] traitent des problématiques similaires à Song et al. [2015]
(réduction du STL de plaque périodique vibrante), et avec des méthodes de résolutions identiques,
à savoir des FEM. Cependant, il est intéressant de noter que la modification du comportement
vibratoire est ici réalisée à l’aide de patchs piezo-électriques. C’est une technique active, dans le
sens où elle nécessite un apport d’énergie pour activer les cellules piezo-électriques. Ce genre de
solutions n’est pas forcément adapté à des environnements comme des aéronefs, où la fuselage
fait effet de cage de Faraday.
L’étude de Franco et al. [2007] s’intéresse également au contrôle des vibrations et du rayonne-
ment acoustique de panneaux sandwich. En considérant un ensemble de matériaux composites,
ils travaillent à l’optimisation de l’arrangement des différentes couches de la structure sandwich,
toujours dans l’idée de réduire une ou plusieurs bandes fréquentielles du spectre rayonné par la
vibration du panneau. Des cas de cœur homogène et isotrope sont simulés, ainsi que des construc-
tions en treillis ou encore avec des cellules nids d’abeilles. De plus, ils proposent différents types
de chargement fluide du panneau vibrant : léger comme l’air par exemple mais aussi lourd, comme
peu l’être l’eau pour les structures immergées. L’optimisation est une méthodologie intéressante
car elle permet à l’utilisateur de choisir ses critères (masse ajoutée maximale, contrôle des vibra-
tions, du rayonnement acoustique, etc.), une fois qu’elle bien paramétrée. Elle peut notamment
servir dans le cas d’avant-projet par exemple, lorsque le design final n’est pas encore figé, et que
les moyens de production ne sont pas déployés.
Les expériences préliminaires à ces travaux [ONERA/ATECA, Bulletin du 13.08.2015] ont mis
en avant une augmentation de l’indice d’affaiblissement d’un panneau fractal par rapport au même
panneau vide. La distribution testée est inspirée d’un tapis de Sierpinski, et les hétérogénéités
sont des petites sphères creuses en élastomère, qui sont directement insérées dans les cellules nid
d’abeille du cœur du matériau sandwich. La simulation d’un troisième panneau sandwich homo-
gène non-surchargé est réalisée, ce dernier ayant une masse équivalente à celle du panneau fractal
mais répartie uniformément, sans réseau d’hétérogénéité. Le transmission loss est trouvé supé-
rieur à celui du panneau vide, du fait de la loi de masse, mais inférieur à celui du panneau fractal.
Ce résultat prouve que le phénomène d’atténuation du panneau fractal n’est pas seulement lié à
la masse additionnelle.
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Plus récemment, les travaux de Pelat et al. [2019] s’intéressent à une poutre constituée de cel-
lules élémentaires périodiques faites d’un même matériau, mais dont la section n’est pas constante.
En effet, les auteurs cherchent à mettre en avant un des aspects fondamentaux qui pilote le band
gap de Bragg dans ce genre de construction, à savoir le contraste des épaisseurs. Ils montrent
que la largeur du band gap ainsi que sa fréquence centrale ne dépendent que de ce paramètre.
La figure 1.10 illustre sur sa partie droite le comportement d’une poutre classique, c’est à dire
non-ondulée, là où la partie gauche met en évidence une modification du comportement modal :
des zones band gaps apparaissent dans la fonction de transfert (en vert et rouge), et les déformées
modales sont modifiées.
Figure 1.10. – Image extraite de Pelat et al. [2019].
Chen [2011] propose de modéliser le comportement d’une poutre épaisse soumise à des efforts
en compression. En outre, cette poutre présente un surchargement distribué sur une partie de
sa longueur (en gris sur la figure), modélisé comme un matériau amortissant selon le modèle de
Kelvin-Voigt , comme illustré sur la figure 1.11. Il positionne ensuite ce matériau amortissant à
différents endroits de la poutre pour plusieurs conditions aux limites et observe l’évolution du
comportement mécanique de ces poutres, notamment au travers de leurs fréquences propres.
Figure 1.11. – Image extraite de Chen [2011].
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1.3.4. Synthèse
Les différents exemples des publications précédentes montrent de nombreux aspects de l’état
de l’art relatif à ces sujets de recherche, qui sont encore en pleine expansion. On en tire plusieurs
enseignements importants :
— les réseaux périodiques présentent des propriétés intrinsèques qui permettent l’existence de
band gap de Bragg, notamment liées à la géométrie et aux matériaux constituants la cellule
élémentaire du motif. En supposant la structure assemblée infinie, on peut alors appliquer la
condition de périodicité du théorème de Bloch, et résoudre l’équation du mouvement à l’aide
du théorème de Floquet. Cette hypothèse est souvent formulée, mais doit être appliquée avec
soin (assez loin des conditions aux limites, pour un nombre minimal de motifs élémentaires,
etc.) ;
— Les réseaux périodiques légèrement désordonnés font apparaitre des phénomènes de locali-
sation du mouvement de la structure, lorsque la longueur d’onde mécanique est comparable
voire inférieure aux distances entre les conditions aux limites ;
— Les réseaux fractaux reposent sur le même principe que les réseaux périodiques et pério-
diques désordonnés, mais comme ils peuvent posséder plusieurs longueurs caractéristiques,
ils permettent théoriquement de couvrir de multiples bandes fréquentielles d’atténuation,
voire des bandes plus étendues ;
— Les méta-matériaux combinent les effets de périodicité avec celui de la cellule modifiée,
proposant souvent des caractéristiques finales plus performantes. Cependant, ces construc-
tions sont souvent intrusives et fragilisent la structure initiale, les rendant plus difficiles à
appliquer dans des environnements industriels complexes ;
— Des cas de fortes atténuations ont été mis en avant. Le plus souvent, il s’agit de structures
baignées dans l’air. Les ondes apparaissent purement incidentes, et en l’absence de condition
aux limites, seul le réseau est présent ;
— Dans le cas de structures mécaniques, les conditions aux limites peuvent jouer un rôle
non-négligeable, en fonction des dimensions de la structure.
Ainsi, les matériaux surchargés présentent des comportements intéressants, qui laissent entre-
voir la possibilité de leur utilisation à des fins de réduction du bruit rayonné. Pour finir, il faut
désormais décrire la façon dont le bruit est émis et transmis par une structure vibrante.
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Bilan
Dans ce chapitre, des études qui portent sur la modélisation mécanique voire acoustique de
matériaux architecturés ont été présentées. Il existe un très grand nombre de travaux sur ces
thématiques, et cette sélection réduite a été faite afin de montrer quelques uns des aspects
traités dans ces études.
Il en ressort plusieurs constats :
• Les solutions de réduction du rayonnement acoustique et des vibrations structurelles
sont souvent basées sur des technologies actives ou des (méta-)matériaux passifs, mais
composés d’éléments qui s’intègrent peu dans la structure initiale ;
• Pour les solutions surmontant cet aspect, elles sont le plus souvent assez lourdes à mettre
en place, et viennent largement modifier l’aspect de la structure. Dans un contexte
industriel, l’encombrement et l’intégration des systèmes est souvent un enjeu important,
surtout dans les productions à grande échelle. De plus, la robustesse des composants
n’est pas à négliger ;
• Sur le plan des modèles, les capacités de calculs numériques étant facilement accessibles
de nos jours, des simulations numériques complexes continuent d’être menées. Cepen-
dant, certains auteurs rappellent qu’il est important de garder la maîtrise des hypothèses
derrière les simulations numériques, et que disposer d’un modèle plus simple peut suffire,
dans de nombreux cas, à prédire les phénomènes physiques prépondérants ;
• Enfin, les matériaux architecturés montrent des propriétés et performances intéressantes.
Toutefois, les études se placent souvent dans des environnements maitrisés et dans des
conditions d’utilisations idéales.
Il convient alors de pouvoir combiner les facultés des réseaux avec des conditions d’intégra-
tions sur des structures réalistes ayant des portées industrielles. Pour cela, dans le contexte
aéronautique, les matériaux sandwich sont des structures intéressantes car naturellement do-
tées d’un réseau hôte vide, le cœur à cellules nid d’abeille. Elles sont par ailleurs très légères
donc nécessitant un traitement additionnel pour réduire le bruit rayonné. Ces travaux pro-
posent de réfléchir à une stratégie de réduction de leur vibration et rayonnement acoustique
à moindre masse ajoutée, et ne venant pas modifier la structure initiale du composite.
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2. Développement d’un modèle mécanique de
poutre droite sandwich homogène surchargée
par une distribution d’hétérogénéités fractale
L’objectif de ce chapitre est d’établir un modèle qui permette de décrire le comportement
mécanique d’une poutre sandwich surchargée. Pour cela, on a d’abord homogénéisé le maté-
riau composite pour modéliser la physique dominante tout en simplifiant le calcul. Afin de
simuler les modèles pertinents pour le couplage vibro-acoustique, on a retenu une approche
de la littérature basée sur l’utilisation du théorème de Huygens, permettant de déterminer
une première rigidité de flexion équivalente dans le domaine des basses fréquences. En effet,
les matériaux sandwich utilisés dans les panneaux d’habillage sont soumis à des efforts qui
travaillent principalement en flexion. Le rayonnement acoustique de ces structures est ma-
joritairement dû à ces efforts. Une fois le matériau homogénéisé, le modèle numérique de la
poutre est discrétisé suivant un maillage régulier. Cela permet ensuite l’approximation des
opérateurs de dérivées spatiales à l’aide d’une méthode aux différences finies. Cette technique
permet notamment un temps de calcul faible et une interprétation physique des résultats.
L’équation harmonique du mouvement est alors reformulée matriciellement pour être résolue
comme un problème aux valeurs propres.
Le surchargement est constitué d’un réseau de sur-masses disposées selon un schéma fractal.
Ces masses sont insérées au sein des équations via un coefficient de surchargement local. La
résolution numérique du problème aux valeurs propres et vecteurs propres associés fournit la
base modale de la structure in vacuo constituée respectivement des fréquences propres et des
déformées modales. La résolution du système surchargé s’effectue de la même manière.
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2. Modèle de poutre homogène surchargée par une distribution fractale
2.1. Homogénéisation du matériau sandwich
Un panneau d’habillage est typiquement composé d’un cœur léger enclavé entre deux peaux
laminées de fibre de verre. Dans ce type d’application, le cœur est souvent fait en Nomex R©, un
papier en fibre aramide imprégné d’une résine phénolique résistante à la température, et arrangé
en cellules hexagonales de type nid d’abeille. Le but de ce cœur est notamment de maintenir
la distance entre les peaux, et dans une certaine mesure, d’améliorer la résistance aux efforts
de cisaillement [Backström et Nilsson, 2007]. Pour la modélisation du rayonnement acoustique
provenant de la vibration mécanique du matériau (phénomène d’interaction fluide-structure), les
ondes de flexion ont un rôle prédominant, notamment dans la gamme fréquentielle de l’acoustique
audible [Fahy et Gardonio, 2007]. En effet, les impédances mécaniques des ondes de flexion et
des ondes acoustiques étant du même ordre de grandeur, le transfert énergétique entre les deux
milieux est élevé. De plus, les déplacements transverses créés par la flexion sont importants et
perturbent d’autant plus le fluide adjacent. Les échanges énergétiques entre les deux milieux sont
ainsi facilités. De surcroit, dans les configurations envisagées, la structure travaille principalement
en flexion, notamment à cause de son positionnement et des excitations auxquelles elle est soumise
en tant que composant principal des panneaux d’habillage.
Pour ces raisons, la modélisation retenue porte principalement sur le comportement en flexion.
En considérant les hypothèses de Nilsson [1990] (homogénéité et isotropie de toutes les couches
et peaux supposées minces devant les longueurs d’onde de flexion), la rigidité équivalente de flexion
de la structure composite peut être déterminée à l’aide du théorème de Huygens (transport du
moment d’inertie par rapport à la ligne moyenne d’une peau à la ligne moyenne de la poutre
sandwich). Les matériaux à cœur nid d’abeille possèdent deux directions privilégiées notées L et
W , liées à la géométrie et au processus de fabrication, les rendant ainsi orthotropes. Le matériau
est arbitrairement considéré placé dans l’une de ces directions privilégiées, ici la direction L
suivant l’axe x. Ce choix arbitraire représente un choix de notation, et n’a pas d’impact dans le
comportement du modèle. La rigidité de flexion équivalente DLsand dans la direction x (également
notée Dx) s’écrit comme l’équation (2.1)
DLsand = ELc Ic + EpIp ,
= ELc
Lyh
3
c
12 + 2Ep
(
Lyh
3
p
12 + Lyhp
(
hc + hp
2
)2)
,
(2.1)
où E(.), I(.), et h(.) sont respectivement les modules d’Young, les seconds moments d’inerties de
la section droite et les hauteurs des éléments. Les indices (c) et (p) font référence au cœur et
aux peaux. Les peaux sont considérées comme des matériaux isotropes. Kim et Hwang [2002]
examinent la validité de ces conditions d’approximation, en lien avec la géométrie et les dimen-
sions de la poutre (rapport d’élancement, etc.). La rigidité de flexion propre des peaux rapportée
à la ligne moyenne de la poutre est le terme prépondérant dans l’expression (2.1). L’épaisseur
(hc + hp) confère à l’ensemble une grande rigidité équivalente, appelée effet sandwich. Dans la
suite de ce chapitre, on considère la structure comme un matériau homogène et isotrope. En effet,
la structure est considérée mono-dimensionnelle, et ainsi une poutre est un modèle d’une largeur
assez faible pour que les effets dans la largeur soient négligeables.
Étant donnée la complexité de sa constitution, la mécanique d’une poutre sandwich implique le
comportement de ses différents constituants en fonction de la fréquence d’excitation. L’approxi-
mation proposée par l’équation 2.1 est retenue comme première valeur pour les basses fréquences
pour la rigidité de flexion. Elle permet de résoudre l’équation dynamique proposée plus loin (chap.
2.2). Dans cette étude, il n’a pas été retenu de modèle mécanique plus complet décrivant l’évo-
lution de la rigidité de flexion effective 1, dépendante de la fréquence. Ce choix est notamment
1. On trouve également le terme apparent dans certaines publications.
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motivé par un souci de simplicité. En effet, ces modèles plus complexes sont souvent basés sur
la connaissance de nombreux paramètres mécaniques des constituants des matériaux composites
(peaux multi-couches et cœurs nid d’abeille par exemple), ainsi que les procédés de fabrication
(comme le passage en étuve, entre autre), qui sont soit des données constructeurs soit obtenus
par des essais et mesures spécifiques (essais de traction, compression, torsion, etc.). L’approche
proposée ici repose sur une modélisation limitée et un recalage par une méthode d’identification
expérimentale : l’extraction de la rigidité de flexion équivalente, connaissant le nombre d’onde
avec un modèle de flexion simple. Comme la poutre non-surchargée est testée expérimentalement,
et en utilisant une relation liant fréquence de résonance et nombre d’onde, il est possible de re-
monter à la rigidité de flexion dite effective. On pourra alors également déterminer un module
d’Young effectif du matériau, et comparer ces résultats à ceux de la littérature [Nilsson, 1990;
Backström et Nilsson, 2007].
2.2. Discrétisation et modélisation du matériau homogène équivalent
Cette partie présente la modélisation dynamique de la poutre homogénéisée. La méthode des
différences finies (abrégé DF) est détaillée ainsi que l’intégration des conditions aux limites dans
le cas d’une structure appuyée. L’équation est ensuite reformulée sous forme matricielle, afin de
faire apparaitre explicitement la forme canonique du problème aux valeurs propres à résoudre.
Enfin, le cas d’une poutre encastrée est obtenu sur le même principe et succinctement présenté.
2.2.1. Poutre en flexion simple
En considérant les hypothèses classiques de mécanique linéaire, la flexion de la poutre est
modélisée avec une théorie classique d’Euler-Bernoulli [Le Bot, 1994; Fahy et Gardonio, 2007],
d’ordre quatre. On rappelle ainsi que les sections droites restent planes et orthogonales à la ligne
moyenne 2, et que l’inertie en rotation des sections est négligée. Soit une poutre droite élancée
de section constante, en flexion simple, le déplacement transverse uz(x, t) gouverne l’équation
d’équilibre (2.2) comme
Dx∇4uz(x, t) + ρS ∂
2uz(x, t)
∂t2
= F (x, t) , (2.2)
où ρ, S, et F (x, t) sont respectivement la masse volumique de la poutre, sa section - produit de sa
hauteur totale h ( avec h = hc+2×hp), et de sa largeur Ly - et les forces excitatrices qui s’exercent
sur le système. Dans un cas mono-dimensionnel comme celui du modèle de la poutre théorique,
le bi-Laplacien d’une fonction φ d’une variable spatiale (x) s’écrit en coordonnées cartésiennes
comme l’équation (2.3)
∇4φ(x) = ∆2φ(x) = ∂
4φ(x)
∂x4
. (2.3)
On se place dans le cadre d’une étude en régime établi, sans tenir compte des phénomènes
transitoires temporels 3. On peut ainsi considérer le temps comme une fonction harmonique, et
les grandeurs (déplacement, vitesse et accélération par exemple) sont ainsi également considérées
harmoniques et décomposables en séries de Fourier. On note ω la pulsation angulaire, et on note
u(x) la fonction du déplacement spatial telle que uz(x, t) = u(x) × exp(jωt). L’équation (2.2)
s’écrit sans force excitatrice comme
Dx
d4u(x)
dx4
− ω2ρSu (x) = 0 . (2.4)
2. L’effort tranchant est négligé devant le moment de flexion, et il ne subsiste alors qu’un seul degré de liberté,
le déplacement transverse.
3. Comme la mécanique de l’impact hyper-véloce par exemple, où les phénomènes sont transitoires.
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La plupart du temps pour les structures faiblement amorties, l’amortissement est négligé lors
de la résolution de l’équation. En effet, la rigidité de flexion est prise purement réelle, c’est à dire
que l’on ne garde que la partie réelle du module d’Young. Dans un cas comme celui de la poutre
en flexion, les solutions sont donc réelles. L’amortissement peut être ré-introduit après, soit dans
le calcul des valeurs propres soit dans la formulation de la réponse forcée. Dans un premier temps,
le choix de considérer l’amortissement négligeable est retenu, motivé par son faible impact dans
la prédiction des fréquences propres, ainsi que la simplification de la résolution qu’il permet.
2.2.2. Discrétisation
Afin d’utiliser les DF pour l’approximation des opérateurs dérivés, la structure doit être dis-
crétisée. Le choix des DF est principalement motivé par sa facilité d’implémentation et son faible
temps de calcul. Dans ce premier cas de poutre, le temps de calcul lié à la discrétisation n’est
pas préjudiciable. Cependant, en gardant comme objectif d’étendre cette modélisation pour des
structures bi-dimensionnelles si celle-ci s’avère pertinente, les aspects liés au temps de calcul sont
anticipés, d’où ce choix. De plus, le choix des DF est également justifié par la flexibilité qu’elles
offrent pour le maillage de la structure. En effet, afin d’intégrer les différents ordres des distri-
butions fractales, plusieurs maillages pourront être testés au besoin. Enfin, sa simplicité permet
d’avoir une bonne représentation physique des comportements (compatible avec le type de sur-
chargement local proposé), et de comprendre ainsi les phénomènes mis en jeux.
Si la structure est discrétisée sur un maillage uniforme, comme présentée sur la figure 2.1, avec
un support hx dans la direction x, la longueur Lx s’exprime comme
Lx = hx × (Nx + 1) , (2.5)
où Nx est le nombre de points intérieurs du maillage. Il y a donc (Nx + 1) segments, délimités par
(Nx + 2) points au total, en comptant les deux points extérieurs qui sont immobiles dans cette
étude. En effet, les conditions aux limites étudiées sont : la poutre prise libre dans sa longueur,
et soit simplement supportée soit encastrée sur sa largeur. Dans les ces deux cas, le déplacement
est nul aux extrémités, comme présenté plus en détails dans la section qui suit. Le déplacement
transverse au point discret xi de maillage i est noté u(x(i)) ou plus simplement u(xi) voire u(i) ou
encore ui. Les points xi sont définis comme
xi = i× hx , (2.6)
avec les points aux extrémités xext = {0;Lx} étant ainsi définis respectivement comme{
x(0) = 0;x(Nx+1) = Lx
}
. La variable continue u(x) est donc devenue une variable discrète ui et
l’opérateur dérivé spatial peut alors être approximé à l’aide d’un schéma aux DF.
Figure 2.1. – Exemple de discrétisation spatiale.
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2.2.3. Équation discrète
La méthode des DF est ici présentée dans un formalisme simplifié. Les écritures ne sont pas
rigoureuses au sens mathématique du terme 4, elles sont ici seulement à considérer comme des
outils pour la compréhension de la construction de la modélisation mécanique. Soit f une fonction
supposée de classe C4 au voisinage d’un point x appartenant à R et a petit, on peut écrire une
approximation de la dérivée quatrième sous forme d’une somme centrée d’ordre deux aux DF
[Lucquin, 2004] telle que
∂4f(x)
∂x4
= 1
a4
(f (x− 2a)− 4f (x− 2a) + 6f (x)− 4f (x+ a) + f (x+ 2a)) . (2.7)
On suppose la discrétisation de la poutre telle que proposée à l’équation (2.1) suffisamment fine
pour que hx soit petit devant Lx. Ainsi, pour i ∈ Ωin [2;Nx − 1], on peut approcher la dérivée
quatrième de ui en xi comme
∂4u(xi)
∂x4
= 1
h4x
(
u(xi−2) − 4u(xi−1) + 6u(xi) − 4u(xi+1) + u(xi+2)
)
, (2.8)
ou encore sous forme réduite
∂4ui
∂x4
= 1
h4x
(
u(i−2) − 4u(i−1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
. (2.9)
La fonction u(x) est considérée trigonométrique (voire sinusoïdale dans le cas simplement supporté
ou hyperbolique dans le cas encastré). Ces fonctions sont C∞ sur R donc les hypothèses sont
respectées. L’équation régissant le déplacement transverse de la poutre (2.4) s’écrit alors pour i
dans Ωin
Dx
h4x
(
u(i−2) − 4u(i−1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
− ω2n ρS u(i) = 0 , (2.10)
avec ωn les solutions discrètes de la pulsation. On obtient ainsi le système (2.11) suivant, constitué
de (Nx − 2) équations à (Nx + 2) inconnues
(i = 2) : Dx
h4x
(
u(0) − 4u(1) + 6u(2) − 4u(3) + u(4)
)
− ω2n ρS u(2) = 0 ,
...
(i) : Dx
h4x
(
u(i−2) − 4u(i−1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
− ω2n ρS u(i) = 0 ,
...
(i=Nx−1) :Dx
h4x
(
u(Nx−3)−4u(Nx−2)+6u(Nx−1)−4u(Nx)+u(Nx+1)
)
−ω2n ρS u(Nx−1)=0.
(2.11)
Afin de pouvoir résoudre ce système, on vient compléter ces équations avec les relations liants les
points aux extrémités via les conditions aux limites.
2.2.4. Conditions aux limites : cas simplement appuyé
Les conditions aux limites permettent de traduire les restrictions physiquement imposées par
les fixations (ou libertés) du système par rapport à la structure complète à laquelle il appartient.
On pourra alors intégrer ces conditions dans les équations de comportement.
Dans le cas d’une poutre simplement appuyée (ou supportée) sur ses deux extrémités (dans sa
largeur) et libre dans sa longueur, le déplacement transverse et le moment de flexion sont nuls.
4. On s’affranchira ici des notations de comparaison asymptotique de Landau-Bachmann.
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Le système (2.12) reprend ces conditions, valables pour les points aux extrémités xext
u(xext) = 0 , (a)
M(xext) = Dx
∂2u(xext)
∂x2
= 0 . (b)
(2.12)
On cherche à utiliser ces expressions en les explicitant à l’aide de la méthode des DF. Soit f une
fonction supposée de classe C2 au voisinage d’un point x appartenant à R et a petit, on peut
écrire une approximation de la dérivée seconde sous forme d’une somme centrée d’ordre deux aux
DF telle que
∂2f(x)
∂x2
= 1
a2
(f(x− a)− f(x) + f(x+ a)) . (2.13)
On suppose que la discrétisation de la poutre telle que proposée à l’équation (2.5) est suffisamment
fine pour que hx soit petit devant Lx. Ainsi, pour i ∈ [3;Nx], on peut écrire la dérivée seconde de
ui autour de xi sous forme réduite comme
∂2u(xi)
∂x2
= 1
h2x
(
u(i−1) − u(i) + u(i+1)
)
. (2.14)
Comme expliqué pour le cas (2.9), la fonction u est supposée C∞. L’équation régissant le moment
de flexion de la poutre (2.12) s’écrit au voisinage du point xi comme
M(xi) = Dx
∂2u(xi)
∂x2
= Dx
h2x
(
u(i−1) − u(i) + u(i+1)
)
. (2.15)
Si l’équation du système discret (2.11) est évaluée pour la position x(i=2), on obtient
Dx
h4x
(
u(0) − 4u(1) + 6u(2) − 4u(3) + u(4)
)
− ω2n ρS u(2) = 0 , (2.16)
avec le point xi=0 étant l’extrémité gauche de la poutre, dont le déplacement est nul d’après la
relation (a) de (2.12). L’équation précédente (2.16) est ramenée à
Dx
h4x
(
−4u(1) + 6u(2) − 4u(3) + u(4)
)
− ω2n ρS u(2) = 0 . (2.17)
Si l’équation du système discret (2.11) est maintenant évaluée pour la position x(i=1), on obtient
Dx
h4x
(
u(−1) − 4u(0) + 6u(1) − 4u(2) + u(3)
)
− ω2n ρS u(1) = 0 , (2.18)
où le point xi=−1 est un point fictif hors du domaine physique. En utilisant la relation (2.15)
évaluée en xi=0, on arrive à
M(x0) =
Dx
h2x
(
u(−1) − u(0) + u(1)
)
= 0 . (2.19)
Or, la relation étant nulle et le déplacement au point u(0) aussi, on obtient la relation
u(−1) = − u(1) . (2.20)
Cette relation établie à l’aide des DF est vérifiable physiquement de part la symétrie du système.
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Une fois injectée dans la relation (2.18), on obtient
Dx
h4x
(
5u(1) − 4u(2) + u(3)
)
− ω2n ρS u(1) = 0 . (2.21)
En considérant la symétrie du problème et de ses conditions aux limites, on peut donc en déduire
la relation
Dx
h4x
(
u(Nx−2) − 4u(Nx−1) + 5u(Nx)
)
− ω2n ρS u(Nx) = 0 . (2.22)
2.2.5. Écriture matricielle
Dans le cas d’une poutre simplement supportée, le système (2.11) peut être écrit de manière
complète à l’aide des conditions aux limites (2.21) et (2.22). On obtient ainsi le système (2.23)
constitué de (Nx) équations à (Nx) inconnues
(i = 1) : Dx
h4x
(
5u(1) − 4u(2) + u(3)
)
− ω2n ρS u(1) = 0 ,
(i = 2) : Dx
h4x
(
u(0) − 4u(1) + 6u(2) − 4u(3) + u(4)
)
− ω2n ρS u(2) = 0 ,
...
(i) : Dx
h4x
(
u(i−2) − 4u(i−1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
− ω2n ρS u(i) = 0 ,
...
(i=Nx−1) :Dx
h4x
(
u(Nx−3)−4u(Nx−2)+6u(Nx−1)−4u(Nx)+u(Nx+1)
)
−ω2n ρS u(Nx−1)=0,
(i = Nx) :
Dx
h4x
(
u(Nx−2) − 4u(Nx−1) + 5u(Nx)
)
− ω2n ρS u(Nx) = 0 .
(2.23)
On dispose ainsi d’un système avec autant d’équations que d’inconnues. Afin de résoudre ce
système, on le présente ici sous une forme matricielle. Travaillant dans un espace de dimension
finie (le nombre de degrés de liberté du système, soit (Nx) ou (Nx + 2) si on comptabilise les
extrémités fixes), on cherche à formuler le problème sous forme modale explicite, afin de le ramener
à un problème aux valeurs propres.
Soit (U)T = (u1 . . . u(Nx)) le vecteur déplacement à (Nx) composantes. On peut ré-écrire le
système (2.23) sous une forme matricielle (2.24) suivante
Dx
ρS h4x

5-ω2n −4 1 0
...
−4 6-ω2n −4 1
. . . . . .
1 −4 6-ω2n −4 1
. . .
0 . . . . . . . . . . . . . . .
... 0 1 −4 6-ω2n −4 1
... 0 1 −4 6-ω2n −4
... 0 1 −4 5-ω2n


u1
u2
...
ui
...
uNx−1
uNx

= (ΘNx) , (2.24)
ou encore sous forme réduite comme
Dx
ρS h4x
[M(ω)]
(
U
)
= (ΘNx) , (2.25)
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où (ΘNx) est le vecteur nul à Nx composantes et [M(ω)] la matrice symétrique du système complet
intégrant le terme
(−ω2n) sur sa diagonale. Afin de résoudre un problème aux valeurs propres, on
préfère une écriture du type (2.26)
Dx
ρS h4x

5 -4 1 0
...
-4 6 -4 1 . . . . . .
1 -4 6 -4 1 . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . .
... 0 1 -4 6 -4 1
... 0 1 -4 6 -4
... 0 1 -4 5

− ω2n [INx ]


u1
u2
...
ui
...
uNx−1
uNx

= (ΘNx) , (2.26)
ou encore sous sa forme réduite{
Dx
ρS h4x
[MVP]− ω2n [INx ]
}(
U
)
= (ΘNx) , (2.27)
où [INx ] est la matrice identité de dimension Nx et [MVP] la matrice symétrique du système
permettant une formulation aux valeurs propres. En effet, on se ramène ainsi à une écriture
classique du type {[A]− λn[I]} = (Θ), qui est la forme canonique associée à la résolution d’un
système aux valeurs propres λn. Il se résout en identifiant les valeurs propres comme solutions du
calcul du déterminant (2.28), avec ses vecteurs propres associés
det |A− λnI| = 0 . (2.28)
2.2.6. Cas encastré et son écriture matricielle
Dans des cas industriels, les panneaux sont souvent solidaires de la structure, avec des attaches
type rivet pour l’industrie aéronautique. Pour se rapprocher de ces conditions, on s’intéresse à
des conditions aux limites encastrées. Ces conditions, considérées parfaites, se traduisent par des
déplacements transverses u et angulaires θ nuls au niveau de l’encastrement. Le système (2.29)
reprend ces conditions, valables pour les points aux extrémités xext :
u(xext) = 0 , (a)
θ(xext) =
∂u(xext)
∂x
= 0 . (b)
(2.29)
On utilise également, sous les hypothèses présentées dans le cas d’une poutre simplement sup-
portée de la section 2.2.4, un schéma d’ordre deux centré aux DF afin d’approximer la dérivée
d’ordre un au voisinage du point xi comme
θ(xi) =
∂u(xi)
∂x
= 12hx
(
−u(i−1) + u(i+1)
)
. (2.30)
Si cette relation est évaluée pour un point d’extrémité, par exemple x0, on obtient la relation
(2.31)
u(−1) = u(1) . (2.31)
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On peut intégrer cette condition dans le système (2.11) et reformuler le résultat matriciellement
pour obtenir le problème aux valeurs propres (2.32)
Dx
ρS h4x

7 -4 1 0
...
-4 6 -4 1 . . . . . .
1 -4 6 -4 1 . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . .
... 0 1 -4 6 -4 1
... 0 1 -4 6 -4
... 0 1 -4 7

− ω2n [INx ]


u1
u2
...
ui
...
uNx−1
uNx

= (ΘNx) , (2.32)
ou dans sa forme réduite {
Dx
ρS h4x
[M enVP]− ω2n [INx ]
}(
U
)
= (ΘNx) , (2.33)
où la matrice [M enVP] est la matrice symétrique du problème en condition d’encastrement.
Le modèle de poutre non-surchargé proposé dans cette partie est comparé à des mesures expé-
rimentales dans le chapitre 3, afin de valider les hypothèses.
2.3. Modélisation d’un surchargement par une distribution fractale
d’hétérogénéités
Cette partie a pour but de décrire comment les hétérogénéités sont intégrées au sein de la
structure. Dans un premier temps, on détaille comment une hétérogénéité est prise en compte
dans le modèle aux DF. La distribution fractale est ensuite présentée, ainsi que son intégration
complète dans la formulation matricielle.
2.3.1. Intégration d’une hétérogénéité
Si le cœur nid d’abeille d’un panneau est rempli à l’aide de petites hétérogénéités, elles ajoutent
de la masse et potentiellement de l’amortissement à la structure. La figure 2.2 présente une illus-
tration d’un panneau ouvert et dont le cœur à cellules nid d’abeille est rempli de sphères creuses
en élastomère. Cependant, dans le cas où seulement quelques cellules du cœur sont remplies dans
Figure 2.2. – Sphères creuses en élastomère remplissant les cellules d’un cœur nid d’abeille.
le but de créer un réseau de diffuseurs pour les ondes mécaniques, le principal effet est la masse
ajoutée. En effet, cela crée localement une rupture d’impédance mécanique due à l’interface entre
les deux natures et densités des matériaux, donnant naissance à des ondes transmises et réfléchies.
Si le matériau n’est pas particulièrement amortissant, une petite partie de l’énergie peut égale-
ment être dissipée localement, par des phénomènes d’amortissements structuraux. On considère
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que les hétérogénéités sont intégrées de manière à ce qu’il n’y ait pas d’effet granulaire lors du
mouvement de la poutre. Dans ce modèle, on ne prendra en compte que l’effet de masse ajoutée
car on cherche d’abord à comprendre et modéliser les interférences destructives causées par des
réflexions multiples sur les hétérogénéités.
Pour surcharger un point xk de Ωin, on y ajoute une masse Mover (en kg) comme dans l’équa-
tion (2.34)
Dx
h4x
(
u(k−2) − 4u(k−1) + 6u(k) − 4u(k+1) + u(k+2)
)
− ω2n
(
ρS + Mover
hx
)
u(k) = 0 , (2.34)
où
(
Mover
hx
)
représente une masse linéique (en kg.m−1). Le ratio de rechargement massique local
αloc se définit par la relation 2.35
αloc =
ρS(
ρS + Mover
hx
) . (2.35)
En multipliant l’équation (2.34) par (2.35), on obtient
αloc
(Dx
h4x
(
u(k−2) − 4u(k−1) + 6u(k) − 4u(k+1) + u(k+2)
) )
− ω2n ρS u(k) = 0 . (2.36)
Si seul le point xk est surchargé, le système complet s’écrit donc
(i = 1) : Dx
h4x
(
5u(1) − 4u(2) + u(3)
)
− ω2n ρS u(1) = 0 ,
(i = 2) : Dx
h4x
(
u(0) − 4u(1) + 6u(2) − 4u(3) + u(4)
)
− ω2n ρS u(2) = 0 ,
...
(i) : Dx
h4x
(
u(i−2) − 4u(i−1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
− ω2n ρS u(i) = 0 ,
...
(i = k) : αloc
(Dx
h4x
(
u(k−2) − 4u(k−1) + 6u(k) − 4u(k+1) + u(k+2)
) )
− ω2n ρS u(k) = 0 ,
...
(i=Nx−1) :Dx
h4x
(
u(Nx−3)−4u(Nx−2)+6u(Nx−1)−4u(Nx)+u(Nx+1)
)
−ω2n ρS u(Nx−1)=0,
(i = Nx) :
Dx
h4x
(
u(Nx−2) − 4u(Nx−1) + 5u(Nx)
)
− ω2n ρS u(Nx) = 0 .
(2.37)
D’un point de vue matriciel, cela revient à multiplier la k−ème ligne de la matrice [MVP] par le
ratio αloc. On intègre ce ratio au sein d’une matrice [Ifrac]. Cette matrice est une matrice identité
de dimension Nx, où dans ce cas de surchargement, la k−ème ligne de la matrice est multipliée
par le terme (αloc) tel que{
Dx
ρS h4x
[Ifrac] [M enVP]− ω2n [INx ]
}(
U
)
= (ΘNx) . (2.38)
Ce formalisme rappelle l’équation (2.33) et peut également être résolu comme un problème aux
valeurs propres.
La discrétisation joue ici un rôle important. En effet, si on part du principe que l’on surcharge
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une cellule du cœur, la surcharge aura donc une longueur équivalente à hx. Or, les nids d’abeille
classiques que l’on trouve dans l’aéronautique ont des diamètres compris dans la gamme des
[3.2 ; 6.4]mm. En supposant la poutre de longueur unitaire Lx = 1m, cela revient à une discré-
tisation en un nombre de points pour Nx ∈ [156 ; 312]. On peut donc supposer hx assez petit
devant les dimensions de la poutre et la longueur d’onde structurelle. On réalise donc avec ce
modèle un surchargement local de la poutre.
2.3.2. Distribution fractale
Le but de ces travaux est d’étudier des configurations de surchargement fractal et leur par-
ticularité. Dans la première partie de ces travaux, les structures étudiées sont des poutres, ce
qui restreint le forme de la distribution fractale à une dimension. Afin de pouvoir comprendre et
essayer d’interpréter les résultats, il faut donc que le motif choisi ne soit pas trop complexe. Ainsi,
la distribution fractale étudiée dans cette thèse est basée sur l’ensemble de Cantor. En effet, la
dérivation de l’ensemble de Cantor retenue dans cette étude présente l’avantage de laisser une
partie centrale de la poutre non-surchargée. Cela offre la possibilité d’avoir une large zone (un
tiers de la poutre) libre, aussi bien pour des modes proches de la configuration non-surchargée
puissent s’y développer, que pour y positionner un pot vibrant par exemple, dans le cas d’une
manipulation expérimentale. De plus, ce motif a déjà été étudié dans la littérature, a montré
des résultats prometteurs sur des cordes [Bertaud du Chazaud et Gibiat, 2008] et membranes
[Bertaud du Chazaud et al., 2005] par exemple.
Le processus de construction itératif de cet ensemble de Cantor a un ratio de trois : à chaque
itération (ou ordre), l’élément est divisé en trois parties égales, la partie centrale étant retirée.
Les trois premiers ordres de ce motif sont illustrés sur la figure 2.3a, ainsi que le motif initial, ici
une ligne dans le cas mono-dimensionnel.
Dans le cadre de cette thèse, le motif retenu s’inspire d’une fractale de Cantor, mais en ne
(a) Ensemble de Cantor théorique. (b) Illustrations de poutres surchargées.
Figure 2.3. – (a) Fractales théoriques et (b) poutre surchargées, pour les ordres 0 à 3.
marquant que les extrémités des sous-ensembles générés par des surchargements ponctuels, re-
présentés par les symboles (•) sur la figure 2.3b.
En se basant sur le processus de construction, on peut déterminer le nombre de sur-masses px
lié à l’ordre fractal nfrac comme
px =
nfrac∑
i=1
2i = 2× (2nfrac − 1) . (2.39)
La table 2.1 répertorie les positions des surchargements pour les fractales d’ordres 1 à 3 obtenues
avec le processus décrit précédemment. Les espacements minimaux entre masses par ordre sont
a1 = 1/3 ' 0, 33, a2 = 1/9 ' 0, 11 et a3 = 1/27 ' 0, 037.
2.3.3. Intégration d’une distribution fractale
Comme établi avec la formule (2.39), on aura px sur-masses pour un ordre de fractal donné
nfrac. On intègre alors ces masses comme dans le cas de la k−ème hétérogénéité pour (2.36) mais
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Position
Frac. 1 / / / / / / 0,3333
Frac. 2 / / 0,1111 0,2222 / / 0,3333
Frac. 3 0,0370 0,0741 0,1111 0,2222 0,2593 0,2963 0,3333
Frac. 1 0,6667 / / / / / /
Frac. 2 0,6667 / / 0,7778 0,8889 / /
Frac. 3 0,6667 0,7040 0,7410 0,7778 0,8889 0,9260 0,9630
Table 2.1. – Positions (en pour-cent) des sur-masses pour les fractales d’ordres 1 à 3.
pour toutes les px masses. On arrive à une écriture semblable à l’équation (2.38), mais où la
matrice [Ifrac] aura px lignes multipliées par le terme (αloc) du type
[Ifrac] =

1 0 · · ·
0 (αloc) 0
0 1 0
· · · 0 (αloc) 0 · · ·
0 1 0
0 1 0
· · · 0 (αloc) 0 · · ·
0 1 0
0 (αloc) 0
· · · 0 1

. (2.40)
Le ratio de surchargement global de masse αtot est défini comme la masse totale de la poutre
fractale sur la masse de la poutre non-surchargée
αtot =
(ρSLx + px ×Mover)
ρSLx
= 1 + px ×Mover
ρSLx
. (2.41)
On peut approximer la masse volumique équivalente du matériau chargeant ρover en considérant
le volume occupé comme le volume d’une cellule du cœur nid d’abeille. Dans notre modélisation,
on obtient l’égalité (2.42)
ρover =
Mover
Lyhhx
. (2.42)
Ce n’est qu’une approximation, car les cellules du cœur sont souvent de forme hexagonales, et la
hauteur de la cellule est légèrement inférieure à la hauteur de la poutre, du fait des peaux (bien
que fines) et de la couche de pré-imprégné une fois passé en étuve. Elle fournit cependant un
ordre de grandeur de la masse volumique des matériaux surchargeant.
Ainsi, une fois le modèle de poutre non-surchargée validé - chapitre 3 - des configurations de
poutres surchargées par des distributions fractales de masses sont étudiées dans le chapitre 4,
aussi bien numériquement qu’expérimentalement.
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Bilan
Ce chapitre présente le modèle mécanique de poutre sandwich surchargée par une distri-
bution d’hétérogénéités fractale. Les points importants et conclusions suivantes peuvent être
dressés :
• Afin de se concentrer sur le phénomène physique a priori dominant, les motivations
conduisant à modéliser la structure surchargée comme une poutre d’Euler-Bernoulli en
flexion simple sont présentées (mécanique linéaire élastique, etc.) ;
• Le matériau sandwich est homogénéisé en un matériau homogène équivalent. Cette
première approximation permet d’établir une rigidité de flexion équivalente basée sur
un modèle de la littérature. L’équation du mouvement est ensuite formulée ;
• La poutre est discrétisée sur un maillage uniforme afin de permettre une approxima-
tion des opérateurs dérivés à l’aide d’un schéma aux différences finies. Le système des
équations discrètes intègre les conditions aux limites de type appuyée ou encastrée. Le
problème harmonique est enfin reformulé matriciellement pour être résolu comme un
problème aux valeurs propres ;
• Les hétérogénéités sont intégrées comme des sur-masses locales dans le système, et sous
forme de coefficient de surchargement local dans les équations. Le même type de réso-
lution aux valeurs propres peut alors être appliqué.
Cette modélisation simple, basée sur les principaux phénomènes physiques du problème
(flexion, régime harmonique établi, etc.), permet une étude exhaustive des paramètres in-
fluents. Le chapitre 3 suivant propose une validation numérique et expérimentale de ce mo-
dèle dans le cas non-surchargé. L’étude de poutres fractales est présentée par la suite, dans le
chapitre 4.
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3. Validation numérique et expérimentale du
modèle mécanique de poutre non-surchargée
L’objectif de ce chapitre est de valider expérimentalement et numériquement le modèle mé-
canique de poutre non-surchargée établi dans le chapitre précédent. Pour cela, les résultats
des simulations du cas simplement appuyé sont comparés aux résultats théoriques analytiques
exacts. Les nombres d’onde calculés ainsi que l’erreur relative sont comparés aux résultats de
la théorie. La principale source de différences est notamment liée à l’approximation aux dif-
férences finies et au maillage. Pour vérifier cela, une étude paramétrique examine l’influence
du maillage de la structure en terme de nombre d’onde. Les déformées modales sont ensuite
simulées et comparées au moyen du Modal Assurance Criterion (MAC), un indicateur du
degré de linéarité entre les modes basé sur l’orthogonalité des modes dans le cas linéaire.
Dans un deuxième temps, le dispositif expérimental est présenté, ainsi que le protocole et
l’instrumentation mis en place. Ce moyen d’essai a été dimensionné, conçu et réalisé dans le
cadre de cette thèse, afin de se mettre dans des conditions expérimentales réalistes, et au plus
proche du modèle : une configuration du matériau encastré, excité par un pot vibrant avec
un spectre large bande. Le déplacement transverse est mesuré au moyen de deux vibromètres
laser. Les fréquences propres expérimentales issues de deux configurations du pot vibrant sont
comparées et exploitées, afin d’en extraire les rigidités de flexion et modules d’Young effectifs.
Ces grandeurs serviront de références pour les comparaisons avec la structure surchargée. En-
fin, les déformées modales expérimentales des premiers modes sont comparées aux déformées
simulées à partir du modèle DF. Le cross-MAC démontre alors l’orthogonalité et confirme
l’identification des modes par appairage.
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3. Validation numérique et expérimentale du modèle mécanique
3.1. Validation numérique du modèle de poutre simplement appuyée
La résolution du système discret (2.27) de dimensionNx fournit Nx solutions, qui correspondent
aux Nx degrés de liberté. Si les solutions théoriques du modèle forment une infinité de solutions
discrètes, l’approximation aux différences finies réduit cet ensemble, en le tronquant auxNx modes
associés aux Nx degrés de libertés du système : chacune étant un couple de fréquence et déformée
modales, respectivement établies à partir de la valeur propre et du vecteur propre obtenus lors
de la résolution numérique. La discrétisation du maillage joue ainsi ici un rôle important, car
elle conditionne le nombre de modes. En effet, cela peut modifier la réponse à une excitation
forcée par exemple, où l’on prend en compte le facteur de qualité modal (ou amortissement) où
des modes d’ordres supérieurs peuvent influer sur les niveaux obtenus. Il convient de garder cet
aspect du modèle en tête au regard de la comparaison avec une expérimentation, notamment
pour les niveaux des fonctions de réponses en fréquences.
Cette première partie présente la validation numérique du modèle de poutre simplement ap-
puyée. Les nombres d’ondes et les déformées modales sont comparées aux résultats théoriques de
la littérature.
3.1.1. Solutions théoriques
Les solutions harmoniques du déplacement transverse
(
uth(x)
)
d’une poutre d’Euler-Bernoulli
en flexion simple s’écrivent sous la forme de l’équation (3.1)
uth(x) =
+∞∑
m=1
amφm(x) , (3.1)
où les am sont les amplitudes modales complexes, notamment dépendantes du type et de la
position de l’excitation. Dans le cas de conditions aux limites type poutre appuyée-appuyée (2.12),
on obtient la solution classique [Rao, 1990; Crawford, 1999] de la forme (3.2)
φthm(x) = sin
(
kthx x
)
, (a)
kthx =
mpi
Lx
, (b) (3.2)
où φthm(x) et kthx sont respectivement les déformées modales et nombres d’onde théoriques, avec
m ∈ N∗. La pulsation est fonction du nombre d’onde comme
ωth =
(
kth
)2 ( D
ρS
)1/2
. (3.3)
On note cf la célérité des ondes de flexion dans le matériau qui est définie par la relation (3.4)
cf =
ω
k
= (ω)1/2
(
D
ρS
)1/4
. (3.4)
3.1.2. Comparaison des nombres d’onde
La table 3.1 présente les caractéristiques de la poutre sandwich testée et simulée. Comme
expliqué dans la partie 2.3.1, la discrétisation joue un rôle important dans la modélisation. En
effet, la dimension de la cellule unitaire représente dans le modèle développé une approximation
de la taille caractéristique d’une cellule du cœur nid d’abeille (longueur ou diamètre). On aurait
pu choisir de raffiner deux fois plus le maillage, et alors étendre la surcharge sur deux cellules
adjacentes, mais cela augmenterait considérablement les dimensions des vecteurs et matrices à
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inverser pour la résolution aux valeurs propres, donc la mémoire vive et le temps de calcul.
Cet aspect n’est pas très impactant dans ce cas mono-dimensionnel, mais le devient dans le cas
d’extension en deux dimensions par exemple, bien que la matrice soit globalement creuse. De plus,
si on raisonne en terme de nombre de points de maillage par longueur d’onde, on arrive sur des
résultats satisfaisants avec le choix retenu dans ce modèle. En effet, on considère classiquement
que pour qu’un mode soit bien résolu, il faut entre 12 et 14 points par longueur d’onde, et
en prenant une discrétisation moyenne de 200 points dans l’intervalle [156 ; 312] (voir section
2.3.1), on arrive aux ordres de modes 29 à 33 considérés comme bien résolus spatialement. Cet
intervalle correspond à des gammes de longueurs d’ondes qui vont potentiellement présenter des
comportements de modes localisés, c’est-à-dire où une partie de l’amplitude de la déformée modale
est inférieure au reste de la vibration. En effet, la littérature traitant des cristaux phoniques (ou
soniques) met notamment en avant des phénomènes d’interférences pour des réseaux périodiques
qui interviennent lorsque la distance entre les éléments du réseau est comparable ou inférieure
à la demi-longueur d’onde des ondes dans le milieu de propagation [Sánchez-Pérez et al., 2009;
Pennec et Djafari-Rouhani, 2016]. La longueur d’onde - et donc le mode associé - est ainsi une
grandeur que l’on cherche à bien modéliser avec le modèle aux DF. Si on a besoin d’aller vers des
modes d’ordres encore supérieurs, on pourra augmenter le nombre de points du maillage.
Grandeur
Désignation Unité Valeur
Lx (m) 1
Ly (m) 0,05
hc (m) 0,00956
hp (m) 0,00042
h (m) 0,0104
ρ (kg.m-3) 264,4
ELc (MPa) 1,25
EWc (MPa) 0,73
Ep (MPa) 625
Table 3.1. – Grandeurs mécaniques et géométriques de la poutre sandwich pour la configuration
expérimentale et les simulations numériques.
Pour comparer les nombres d’onde théoriques kthx et du modèle DF kx, on utilise les différences
absolues et relatives présentées en (3.5) telles que
Abs. = | kthx − kx | , (a)
Rel. =
(Abs.
kthx
)
× 100 . (b) (3.5)
La figure 3.1 présente l’évolution des nombres d’onde en fonction de l’indice des modes, pour
Nx = 242 points. Les modes simulés ici sont tous des modes de flexion de par la nature du mo-
dèle, et l’indice est donc directement celui du mode de flexion associé, comme le m des équations
(3.2). On observe une divergence entre ces grandeurs augmentant avec l’indice du mode, le mo-
dèle DF sous-estimant le nombre d’onde. Afin de quantifier cet écart, on trace l’erreur relative
du modèle en pourcent sur la figure 3.2. Cet écart est donc croissant avec l’indice du mode. Pour
une discrétisation en Nx = 242 points, la différence relative au cinquantième mode est d’environ
1, 7 %, celle du centième mode est d’environ 6, 8 %. Ce nombre de points particulier a été étudié
et retenu dans un premier temps en lien avec la disposition fractale, décrite dans la partie 2.3.2,
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Figure 3.1. – Nombres d’onde fonction de l’indice des modes pour le modèle (—) et résultats
théoriques (- -) pour Nx = 242 points.
car présentant une discrétisation qui permet d’avoir les surcharges parfaitement positionnées sur
leurs positions théoriques. Pour diminuer l’erreur, il faudrait augmenter le nombre de points de
la discrétisation. Une étude paramétrique de l’influence du nombre de points de maillage sur le
(a) Erreur relative sur les 242 premiers modes (b) Zoom sur les 80 premiers modes
Figure 3.2. – Erreur relative sur les nombre d’onde fonction de l’indice des modes pour Nx = 242
points.
nombre d’onde a été menée et est présentée sur la figure 3.3, pour un nombre de points compris
entre 180 et 280, par pallier de 20 points. Les temps de calculs ne sont pas sensiblement différents
dans ces cas, soit inférieurs à l’ordre de la dixième de seconde, et ne sont donc pas préjudiciables.
Comme énoncé précédemment, la figure 3.3a montre que la précision du modèle pour prédire le
nombre d’onde augmente avec le raffinement du maillage. La figure 3.3b explicite la diminution
de l’erreur relative avec l’augmentation du nombre de points. Les différences relatives du centième
mode sont répertoriées dans la table 3.2. Ces valeurs diminuent avec l’augmentation du nombre
de points, ce qui suit la tendance prévue.
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(a) Nombres d’onde. (b) Erreur relative en pourcent.
Figure 3.3. – Étude paramétrique de l’influence du nombre de points du maillage sur le nombre
d’onde et comparaison des erreurs relatives.
Nombre de points 180 200 220 240 260 280
Erreur relative (%) 12,1 9,87 8,21 6,93 5,93 5,13
Table 3.2. – Différences relatives sur le nombre d’onde du centième mode pour différents nombres
de points.
3.1.3. Comparaison des déformées modales
Les déformées modales sont comparées à l’aide du Modal Assurance Criterion (abrégé MAC).
Il mesure le degré de linéarité entre deux modes à partir d’un critère d’orthogonalité. Soient φ1
et φ2 les deux vecteurs associés aux déformées modales de ces deux modes. Le MAC entre ces
deux modes, noté MAC1,2, est définit par Allemang [2003] comme l’équation (3.6)
MAC1,2 =
|φH1 φ2|2
||φ1|| × ||φ2|| , (3.6)
où l’exposantH indique la transposée Hermitienne. Dans le cas où les modes sont purement réels,
cela correspond simplement à la transposée du vecteur. On a ||φ1|| = |φH1 φ1|, défini comme la
norme du vecteur φ1. Le MAC est une grandeur scalaire comprise entre 0 et 1 : 0 signifiant que
les vecteurs sont complètement orthogonaux et linéairement indépendants, 1 signifiant qu’ils sont
parfaitement égaux et donc les modes aussi, c’est-à-dire physiquement que c’est le même mode.
La théorie linéaire donne les modes de flexion simple d’une poutre appuyée parfaitement or-
thogonaux. Le calcul de l’auto-MAC des quarante premiers modes théoriques analytiques est
proposé sur la figure 3.4a. Les modes sont purement orthogonaux car les valeurs sur la diagonale
sont égales à 1 et toutes les autres à 0 (on obtient des valeurs de zéros numériques, de l’ordre de
10−15). Ce résultat est attendu, les vecteurs propres d’une matrice symétrique qui correspondent
à des valeurs propres distinctes étant orthogonaux.
Dans un second temps, on a vérifié l’orthogonalité des modes du modèle DF. Le calcul de
l’auto-MAC des quarante premiers modes issus du modèle est proposé sur la figure 3.4b. Comme
dans le cas précédent, on trouve que le MAC est purement égal à 1 sur la diagonale et 0 en dehors
(même remarque pour les valeurs de zéros que pour l’auto-MAC théorique). Encore une fois, ce
résultat est attendu. Il permet cependant de valider la bonne implémentation du modèle et sa
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(a) Auto-MAC des modes théoriques.
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(b) Auto-MAC des modes du modèle.
Figure 3.4. – Auto-MAC des quarante premiers modes (a) théoriques et (b) issus du modèle
pour Nx = 242.
résolution numérique.
Enfin, on évalue le cross-MAC entre les déformées modales théoriques et celles du modèle DF,
comme présenté sur la figure 3.5. Une fois encore, on trouve des modes purement linéaires, car soit
le MAC vaut 1 et les modes sont dits appairés, soit le MAC vaut 0 et ils sont alors orthogonaux.
De plus, on trouve un excellent accord dans les indices des modes car seuls les termes diagonaux
sont égaux à 1.
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Figure 3.5. – Cross-MAC des quarante premiers modes entre déformés théoriques et celles issues
du modèle pour Nx = 242.
Ainsi, le modèle DF de poutre simplement supportée non-surchargée est considéré comme
validé, en terme de nombres d’onde et de déformées modales. Le modèle de poutre encastrée est
établi en suivant la même procédure que le modèle simplement supporté. Il va être comparé à des
résultats théoriques ainsi qu’aux résultats expérimentaux issus d’une campagne d’essais réalisée
dans le cadre de cette thèse.
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3.2. Présentation du dispositif expérimental
Afin de venir confronter les résultats numériques et de recaler les paramètres du modèle méca-
nique, une expérience a été conçue, dimensionnée et réalisée. On présente ici quelques éléments du
montage expérimental. La figure 3.6 propose une vue d’ensemble de ce banc, baptisé OBAMMA
pour Optical Bench for Architectured Material Modal Analysis, développé pour cette étude.
Figure 3.6. – Photographie - moyen d’essai OBAMMA.
3.2.1. Description du moyen d’essai
Dans un premier temps, une poutre sandwich composite inspirée des matériaux constituants
les panneaux d’habillage hélicoptères a été dimensionnée. Le cœur à cellules hexagonales « nid
d’abeilles » est en Nomex R©, un papier à fibre aramide imprégné de résine phénolique résistante à
la température. Les peaux sont en fibre de verre, en 2x2 plis orthogonaux de tissu pré-imprégné.
La poutre, d’une longueur utile de un mètre, est en position horizontale, encastrée sur ses ex-
trémités. Elle a été conçue et réalisée en collaboration avec la société ATECA. Le passage en
autoclave a été réalisé au CRITT de Toulouse. Comme indiqué dans le tableau 3.1, elle a une
largeur de Ly = 5cm. Cette valeur résulte d’un compromis entre une largeur suffisante pour réa-
liser un bon encastrement et la volonté de réaliser un montage proche du modèle, c’est-à-dire
théoriquement mono-dimensionnel. En effet, des phénomènes de torsion peuvent apparaitre à des
fréquences d’autant plus basses que la largeur sera grande. L’encastrement est réalisé sur cinq
centimètres de longueur supplémentaire pour chaque côté, sur toute la largeur de la poutre. Les
pièces de serrage ont été usinées afin de maintenir un encastrement ferme sans compression ni
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craquage de la poutre, à l’aide d’essais sur des chutes de découpage de la poutre. Les montants
sont encastrés sur un profilé Bosh R© solidaire d’un marbre posé sur des plots en caoutchouc, pour
assurer la rigidité de l’ensemble tout en le découplant du sol.
L’excitation ponctuelle est réalisée à l’aide d’un pot vibrant Brüel & Kjær R© (abrégé B&K) type
4810 monté sur un support élévateur ajustable, excité par un signal amplifié sortant d’un am-
plificateur B&K type 2706. Un capteur de force B&K type 8200 et son amplificateur de charge
B&K type 2635 sont solidaires du pot vibrant via une tige rigide et sont collés à la poutre en son
milieu (dans sa largeur) par une jonction solidaire mesurant environ 1, 4cm de diamètre avec une
colle cyanolyte. On considère cette excitation comme ponctuelle. Les vibrations transverses sont
mesurées à l’aide de deux vibromètres lasers Polytec R© CLV 800, qui sont déplacés par un banc de
déplacement afin de venir scanner l’ensemble de la structure. Il y a deux vibromètres lasers au
sein de l’ONERA Toulouse, et le banc est conçu pour les utiliser simulatnément, afin de diviser
le temps de mesure par deux. Le banc de déplacement propose un mouvement dans deux axes,
choisis ici selon un plan parallèle à celui de la poutre. Il est équipé de deux moto-réducteurs pas
à pas pilotés par une commande numérique PICO STX 86 de ICN R© et un module de puissance.
Le banc de déplacement et le support de la poutre ont été positionnés à l’aide d’un niveau, afin
d’assurer l’alignement du système complet.
Un module d’acquisition B&K LAN-XI acquiert les signaux des vibromètres et du capteur de
force, et assure également la transmission du signal d’entrée à l’amplificateur. L’ensemble est
piloté à l’aide des logiciels B&K Pulse LabShop et Reflex de version 16.1.
3.2.2. Protocole expérimental
Afin de valider l’hypothèse mono-dimensionnelle du montage par rapport au modèle, il convient
de pouvoir observer les possibles effets dans la largeur, comme la torsion par exemple, bien que
limités en théorie. A cette fin, les mesures de déplacement transverse sont réalisées suivant trois
lignes le long de la poutre, une au centre, et deux symétriques sur les extrémités, à environ un
demi-centimètre du bord. De plus, bien que le collage de la tige du pot vibrant soit réalisé le
plus centré possible, il est possible d’avoir des effets non symétriques dus à l’excitation. Le choix
d’un contact ponctuel est principalement motivé par l’idée d’ajouter la plus faible masse mobile
possible. En effet, en comptant la masse mobile du pot vibrant, la tige rigide, le capteur de force
et le support, on estime la masse mobile totale à environ 46, 9g (donnée constructeur de la masse
mobile du pot vibrant : 18g - mesure des autres éléments : 28, 9g). La poutre a une masse utile de
mpoutre = ρ×Lx×Ly×h ' 137, 55g. La masse mobile est donc déjà conséquente devant la masse
de la poutre dans le cas non-surchargé. La position au repos est à l’équilibre, la poutre n’est pas
contrainte par le pot vibrant et la masse mobile. Ce dernier est aligné en hauteur via le support
élévateur. Le pot vibrant n’est pas censé être pré-contraint non plus et sa table mobile est dans
sa position d’équilibre au repos également.
Deux séries de mesures sont réalisées, avec deux positions de pot vibrant différentes, afin d’ex-
citer le plus de modes possibles. La première position est le pot vibrant placé au centre (dans
le sens de la longueur, et toujours centré dans la largeur), à xpot = 0, 50m. L’idée est d’exciter
uniquement les modes impairs, les modes pairs étant symétriques et présentant un nœud au centre
de la poutre. Les simulations numériques faites en amont présentent une diminution de l’ampli-
tude dans les zones surchargées, c’est-à-dire le premier et le dernier tiers de la poutre avec un
schéma inspiré de Cantor comme celui de la figure 2.3b. Ainsi, le centre de la poutre est l’endroit
le plus éloigné possible de ces deux zones, et l’énergie injectée par le pot vibrant ne modifie que
marginalement la vibration dans cette zone (on peut penser aux ondes évanescentes par exemple).
Cette position du pot vibrant sera d’autant plus importante pour les cas de poutres surchargées
présentés dans le chapitre 4.
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À l’inverse, la deuxième position retenue est à xpot = 0, 70m, comme présentée sur la figure
3.7. Cette position sera alors assez proche d’une sur-masse de l’ordre 3 quand la poutre sera
surchargée, comme on peut le voir par rapport à la table 2.1. Elle laisse cependant libre la zone
non-surchargée de la partie droite de la poutre, entre x ∈ [0, 78 ; 0, 89] (voir tableau 2.1). L’idée
est d’être proche d’une zone de sur-masses dans le cas surchargé sans être trop proche des encas-
trements. En effet, les modes de flexion sont d’autant plus modifiés qu’ils sont à proximité de la
zone encastrée à cause du blocage du déplacement angulaire. Cette position permet également de
mesurer la capacité du réseau d’hétérogénéités à réduire l’amplitude des modes affectés même si
la source d’énergie est situé au cœur de ce réseau. Enfin, elle a pour but d’exciter les modes pairs
non-excités par la position du pot au centre.
Les points de mesures sont espacés de 0, 015m, menant ainsi un maillage de trois lignes de
67 points à partir de x = 0, puis régulièrement espacés à x = {0, 015 ; 0, 03 ; 0, 045; ...} jusqu’à
x = 0, 99m. La figure 3.7 propose une image extraite de Pulse Relfex du maillage de la poutre,
ici avec le pot vibrant situé à xpot = 0, 70m. Les trois lignes de mesures sont matérialisées par
des lignes de points, reliés schématiquement entre eux par des surfaces.
Figure 3.7. – Maillage de la poutre (image extraite de Pulse Reflex).
L’acquisition entre le point mesuré à l’aide du vibromètre laser et le capteur de force est ob-
tenue sous forme de fonctions de transfert avec Pulse LabShop. Afin de remonter aux grandeurs
modales, on post-traite ensuite ces fonctions avec Pulse Reflex et réalise une synthèse modale,
pour obtenir in fine les fréquences de résonance, amortissements et déformées modales. L’exci-
tation par le pot vibrant a pour but d’être large bande de fréquence, de l’ordre de [0; 5]kHz 1
par exemple. Le choix s’est porté sur un bruit blanc, pour exciter toutes les fréquences et modes
simultanément, et afin de se rapprocher de configurations industrielles. Les premiers modes étant
fortement résonants et la structure très légère, les premières mesures excitées sur cette bande
fréquentielle s’avèrent plus difficiles à post-traiter, notamment pour extraire des modes d’ordre
supérieurs. En effet, les premiers modes dominants largement le comportement, les algorithmes
d’extraction modale ne sont pas suffisamment performants pour extraire cette contribution basse
fréquence. L’excitation est donc scindée en deux bandes fréquentielles, d’une largeur de 3, 2kHz
chacune : [0 ; 3, 2]kHz et [2, 8 ; 6]kHz (par exemple), afin d’avoir un recouvrement entre les deux
séries de mesures.
Les fonctions de transferts sont obtenues avec les FFT (Fast Fourier Transform) de l’acquisition
et sont réalisées avec un pas fréquentiel de 1Hz ou 2Hz (selon les configurations), un recouvrement
de 66,7% et un moyennage de 100 fenêtres. Le post-traitement et la synthèse modale sont réalisés
avec le logiciel Pulse Reflex. On utilise un algorithme d’extraction modale type curve-fitting
MDOF (Multi Degree Of Freedom), qui résout à l’aide de polynômes et de fractions rationnelles
1. L’excitation commence à quelques dizaines de Hz, pas à 0Hz.
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sur l’ensemble des fonctions de réponse en fréquence (abrégées FRF), afin d’obtenir une meilleure
estimation moyenne des modes. En effet, connaissant l’historique des autres modes (car prenant en
compte toutes les FRFs sur la largeur spectrale sélectionnée), l’algorithme MDOF permet d’avoir
une vision globale et de mieux tenir compte de leur contribution totale, et donc d’extraire une
déformée modale associée à la résonance ciblée plus représentative. L’algorithme SDOF (Single
Degree Of Freedom) serait lui plus précis pour extraire les caractéristiques modales par FRF
(la fréquence, le facteur d’amortissement, etc.) mais ne permettrait pas d’avoir la contribution
globale par mode de la structure.
3.3. Validation expérimentale du modèle pour une poutre encastrée
Dans cette partie, on se propose de comparer les résultats du modèle 1D avec ceux mesurés
pour une poutre encastrée non-surchargée. Les fréquences et amortissements expérimentaux pour
les deux positions du pot vibrant sont comparés et permettent d’extraire, à partir de formules
théoriques, les rigidités de flexion et les modules d’Young effectifs. Les déformées modales ex-
périmentales ligne par ligne et moyennes sont superposées aux déformées du modèle, et enfin le
cross-MAC est calculé.
3.3.1. Fréquences modales
La rigidité de flexion équivalente d’un matériau composite varie avec la fréquence, car les
différents constituants du matériau sandwich n’ont pas la même contribution en fonction de la
fréquence. Ainsi, la rigidité de flexion effective Deff(f) 2 dépend de la fréquence, mais aussi du type
de conditions aux limites ainsi que du type d’excitation. Des modèles plus avancés essayent de pré-
dire ces comportements, mais dans le cadre de cette thèse, il est possible de directement les évaluer
à partir des fréquences de résonance de la structure non-surchargée, mesurées expérimentalement.
La figure 3.8a présente les fréquences des vingt-et-un premiers modes mesurés expérimentale-
ment pour les deux positions du pot vibrant, xpot ∈ {0, 50 ; 0, 70}m. Dans le cas du pot vibrant à
xpot = 0, 50m, seuls les modes impairs ont bien été excités. Les erreurs relatives entre les modes
impairs sont présentées dans le tableau 3.3. Elles sont obtenues en divisant par la plus grande
des deux fréquences. Un bon accord est observé entre les fréquences, avec une différence nette-
ment plus importante sur la fréquence du premier mode. En effet, ce mode a une fréquence de
résonance autour de 50Hz, fréquence qui se trouve proche de la limite de fonctionnement du pot
vibrant. Les cohérences moyennées sur l’ensemble des points de mesure des fonctions de réponse
en fréquence sont présentées sur la figure 3.9, en fonction de la fréquence représentée dans une
échelle logarithmique. On observe une cohérence plus faible pour les gammes de basses fréquences,
traduisant ici une excitation plus bruitée pour une mesure précise au vibromètre laser. Enfin, la
résolution fréquentielle des FFT de ces fonctions est de l’ordre du Hertz (peut varier selon les
séries de mesures et d’analyses), ce qui explique également la précision moindre des fréquences
de résonance extraites en basses fréquences, et donc la plus grande erreur relative. La figure
3.8b présente les amortissements modaux obtenus par les algorithmes d’extraction modale. Le
premier mode est plus fortement amorti. Cette valeur, bien que généralement supérieure, peut
être également sur-estimée ici par l’algorithme d’extraction modal. En effet, les amortissements
modaux sont estimés à partir d’un calcul classique en largeur de bande à -3dB sur la fréquence de
résonance. Or, dans le cas du premier mode, la largeur de bande peut être surestimée. Le compor-
tement de l’amortissement semble ensuite suivre une courbe classique : les premiers modes sont
les moins amortis (et plus résonants) et l’amortissement augmente très légèrement avec l’ordre du
mode et donc la fréquence associée. Les valeurs obtenues correspondent à celles d’une structure
sandwich faiblement amortie comme le matériau utilisé ici, avec des valeurs comprises dans l’in-
tervalle [1 ; 2] % pour ces vingt premiers modes. Il peut y avoir un certaine disparité entre les deux
2. On trouve également le terme « apparente » dans la littérature.
46
3.3. Validation expérimentale du modèle pour une poutre encastrée
0 5 10 15 20
Indice du mode
0
500
1000
1500
2000
2500
3000
3500
Fr
éq
ue
nc
e 
(H
z)
pot 70
pot 50
(a) Fréquences de résonance.
0 5 10 15 20
Indice du mode
0
1
2
3
4
5
A
m
or
tis
se
m
en
t (
%
)
pot 70
pot 50
(b) Amortissement modal.
Figure 3.8. – (a) Fréquences de résonances et (b) amortissements modaux associés en fonction
de l’indice des modes, pour le pot vibrant à xpot = 0, 70m (◦) et xpot = 0, 50m (•).
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Figure 3.9. – Cohérences moyennées en fonction de la fréquence (en échelle logarithmique) pour
le pot vibrant à (a) xpot = 0, 50m et (b) xpot = 0, 70m.
positions du pot vibrant, mais elle semble raisonnable compte tenu des valeurs d’amortissement
mis en jeu.
Indice mode 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
f (kHz) xpot=0, 70 0,050 0,224 0,474 0,815 1,105 1,421 1,838 2,104 2,379 2,810 3,150
f (kHz) xpot=0, 50 0,041 0,218 0,484 0,796 1,104 1,467 1,805 2,104 2,397 2,759 3,092
Erreur relative (%) 17,7 2,903 2,13 2,322 0,109 3,252 1,758 ' 0 0,744 1,82 1,848
Table 3.3. – Fréquences des modes impairs pour les deux positions du pot vibrant.
On peut également voir la figure 3.8a comme la fonction inverse de la mode count function.
Connaissant les nombres d’onde théoriques d’une poutre encastrée en flexion simple, ainsi que la
densité ρ et la section S = Lyh, on peut remonter à la rigidité de flexion effective Deff(f) avec
la formule (3.3). Les valeurs adimensionnées par la rigidité de flexion équivalente DLsand = Dx
de l’équation (2.1) sont présentées sur la figure 3.10a en fonction de la fréquence. On reconnait
un comportement classique de matériau sandwich comparable à celui obtenu par Nilsson [1990].
En effet, on observe une forte diminution de la rigidité effective dans les basses et moyennes
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fréquences, et qui tend vers une asymptote pour des gammes de fréquences plus élevées. À partir
de l’équation (3.7) liant la rigidité de flexion, le module d’Young et le second moment d’inertie
de la section droite, on peut déterminer un module d’Young effectif en considérant le matériau
comme homogène équivalent d’une hauteur égale à la hauteur totale de la poutre sandwich h. Les
résultats obtenus sont présentés sur la figure 3.10b et correspondent également à un comportement
et des ordres de grandeurs types pour une construction sandwich. Ces résultats sont, dans leur
globalité, à rapprocher de ceux de la figure 1.2 obtenus par Nilsson [1990], bien que différents car
dépendants des types de matériaux utilisés pour le sandwich.
Eeff(f) =
Deff(f)
I
= 12Deff(f)
Lyh3
. (3.7)
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Figure 3.10. – Grandeurs équivalentes effectives (a) rigidité de flexion adimensionnée et (b) mo-
dule D’Young (calculées à partir des fréquences du pot à xpot = 0, 70).
3.3.2. Déformées modales
Les figures 3.11 et 3.12 présentent les déformées modales normalisées expérimentales et simu-
lées, pour les deux configurations du pot vibrant. Les trois lignes de mesures sont présentées sous
forme de symboles (x, ◦ et +), la moyenne de ces trois lignes en pointillés (- -) et les déformées
simulées en trait plein (−).
Le mode 1 excité en xpot = 0, 50m est présenté sur la figure 3.11a. Les figures 3.11c et 3.11d
présentent les deux configurations d’excitations du mode 3. On observe nettement sur 3.11d la
modification de la déformée et de l’amplitude du mode, qui est dissymétrisée. On retrouve par
exemple sur les figures 3.11b, 3.11h, 3.12b la même présence du pot vibrant à xpot = 0, 70m, qui
a tendance à modifier localement le mode.
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Le mode 6 de la figure 3.11f voit son amplitude diminuée sur une large portion autour de l’ex-
citation. En effet, le pot vibrant est placé assez proche d’un nœud de vibration. Aussi, l’énergie se
transmet peu à la structure, le mode est mal excité et la résonance est moindre. Ce comportement
est également remarqué pour le mode 9 de la figure 3.12c. On peut observer sur cette figure le
comportement vibratoire de la poutre se rapprochant d’un mode 6 sur la longueur de poutre à
gauche du pot vibrant et un mode 3 sur la droite. Le pot vibrant agit ici en quelque sorte comme
une condition aux limites supplémentaire.
Comme pour le mode 3, les déformées du mode 5 pour les deux configurations d’excitations sont
présentées sur les figures 3.11g et 3.11h. On observe pour les excitations au centre une diminution
de l’amplitude du ventre central, et une bonne symétrie de la déformée. Le mode 7 possède éga-
lement un nœud proche de la position de l’excitation dans le cas xpot = 0, 70m. Ce phénomène
est retrouvé des deux cotés du pot vibrant, avec une amplitude supérieure dans la partie droite,
comme sur la figure 3.12a.
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La figure 3.13 présente le cross-MAC entre les déformées modales expérimentales et simulées du
modèle DF. Les déformées modales expérimentales sont considérées comme la courbe moyenne des
trois lignes de mesures, c’est-à-dire la ligne en pointillés (- -) des figures 3.11 et 3.12. Une bonne
identification des modes est constatée, ainsi qu’un faible degré de non-linéarité entre les deux
types de modes, à quelques exceptions près. On retrouve le mode 1 expérimental assez présent
au niveau de la valeur comparée avec la déformée simulée du mode 2. On observe également
que, pour des modes d’ordres plus élevés (à partir des modes 13 / 14), les valeurs de cross-MAC
diagonales sont moins élevées et on voit apparaitre plus de mélange entre les modes. En effet,
dans ces gammes de fréquences (au delà de 2kHz), il devient plus difficile d’extraire proprement
les modes à partir des fonctions de réponses en fréquences, ces dernières étant plus bruitées.
Les déformées modales expérimentales et simulées d’une poutre encastrée non-surchargée en
flexion simple ont été comparées. Un bon accord est trouvé au niveau de l’appairage des modes
avec le cross-MAC. Les différences de déformées s’expliquent notamment par la présence de l’ex-
citation, mais de manière générale, les modes expérimentaux et simulés sont bien identifiés.
3.3.3. Fonctions de réponse en fréquence
Les figures 3.14 présentent les résultats des FRF mesurées et moyennées le long des trois lignes
de mesures, ainsi que la moyenne globale des FRF. Afin de rendre les figures plus lisibles, seul
un point tous les 8Hz est tracé en symbole (◦). On observe un très bon accord entre les lignes
respectives et la moyenne, ainsi qu’un très bon accord entre les trois lignes. Ces courbes ont été
volontairement tracées sur trois figures séparées, car les points étaient trop proches pour être
distingués, même en faisant le choix de réduire le nombre de points affichés. En effet, par point,
les erreurs totales des différences relatives entre chaque ligne et la moyenne sont respectivement
{1, 11 ; 1, 62 ; 2, 16}%. Ces valeurs permettent de considérer le montage expérimental comme
mono-dimensionnel dans la longueur, c’est-à-dire de négliger les effets dans la largeur. Cela suit
la logique des figures 3.11 et 3.12 des déformées modales, où les différences observées entre les
lignes de points des déformées modales et leur moyenne étaient faibles. On apporte ici la validation
fréquentielle en plus de la validation spatiale.
Les figures 3.15 présentent les mêmes résultats que les figures 3.14 pour une excitation en
plus hautes fréquences, dans la gamme [2, 4 ; 5, 6]kHz . On observe cependant de l’énergie sur une
bande un peu plus large, d’environ [2, 1 ; 5, 6]kHz . Les erreurs totales des différences relatives entre
chaque ligne et la moyenne sont respectivement {2, 28 ; 2, 73 ; 4, 86}%. Une erreur légèrement plus
importante est constatée pour la ligne 3 également ici, restant cependant acceptable.
La figure 3.16 présente les deux fonctions de réponse en fréquences moyennées sur une même
courbe. On peut y observer la gamme fréquentielle de recouvrement. Le raccord entre les FRF
moyennées issues des excitations basses et hautes fréquences semble correct, dans le sens où
les valeurs de niveaux correspondent, comme on peut le voir avec le recouvrement des courbes.
Les basses fréquences de la courbe excitée en hautes fréquences présentent quelques pics cor-
respondants aux modes les plus résonants, alors qu’ils ne sont pas excités à proprement parler.
Cependant, ils ne sont pas pris en compte dans la fenêtre d’analyse lors de l’extraction modale.
Enfin, les courbes 3.17 représentent les fonctions de réponse en fréquences mesurées pour tous
les points le long des trois lignes. On y observe une certaine disparité, notamment dues aux anti-
résonances, qui sont différentes pour chaque position mesurée. Cependant, il est à noter que les
résonances sont bien identifiables, bien que nettement plus marquées pour les premiers modes de
la structure (basses fréquences). En effet, la résolution spatiale des points de la figure 3.17b est
moins bonne, due à leur plus petite longueur d’onde. On observe cependant sur les courbes 3.15
que la tendance moyenne globale est bien restituée, ainsi que la moyenne par ligne, renforçant la
confiance dans les mesures et post-traitements effectués.
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Bilan
Ce chapitre présente la validation numérique et expérimentale du modèle de poutre sand-
wich non-surchargée exposée dans le chapitre précédent. Les points importants et conclusions
suivants peuvent être mis en évidence :
• Le modèle simplement appuyé peut être considéré comme validé aux vues des faibles
différences trouvées lors de la comparaison des nombres d’onde et des déformées modales
numériques avec les résultats théoriques analytiques. Le modèle et son implémentation
sont considérés comme validés, et servent de base pour les cas de poutres encastrées
non-surchargées et fractales ;
• Une étude paramétrique du nombre d’onde en fonction du nombre de points du maillage
a confirmé l’importance de ce dernier paramètre. Dans l’idée d’un intervalle cible du
nombre de points représentant la dimension d’une cellule nid d’abeille, les valeurs obte-
nues permettent d’étudier les gammes des modes d’intérêt pour cette étude ;
• Les dispositifs et protocoles expérimentaux sont présentés, ainsi que les étapes et mé-
thodes utilisées pour le post-traitement ;
• Les fréquences propres expérimentales coïncident entre les deux configurations d’excita-
tion. Elles permettent de remonter aux rigidités de flexion et modules d’Young effectifs
de la poutre sandwich non-surchargée ;
• Enfin, les comparaisons des déformées modales expérimentales et simulées de poutres
encastrées présentent un bon accord, et les différences sont explicables physiquement.
Le cross-MAC montre que les modes sont bien appairés et linéairement indépendants. Il
n’y a pas eu de phénomène de torsion mesuré dans les gammes de fréquences excitées,
ce qui renforce les hypothèses du modèle, c’est-à-dire la prédominance de la flexion.
Par conséquent, ce chapitre permet de mettre en avant une double validation : du compor-
tement physique d’abord (pas de torsion, identification des modes, etc.), ainsi que de la
fidélité du modèle et de ces hypothèses. Ainsi, le modèle de poutre non-surchargée et son
implémentation numérique sont considérés validés, et peuvent être utilisés dans le cas de
poutres surchargées. Enfin, les mesures fournissent les grandeurs nécessaires à l’étude de
configurations de surchargements fractaux étudiées au chapitre suivant 4.
L’étape suivante consisterait à améliorer le montage expérimental, afin notamment d’ex-
traire des informations dans des plages de fréquences plus élevées. La limitation de l’expérience
actuelle réside dans l’excitation. En effet, l’effet du pot vibrant sur la déformée et plus lar-
gement le comportement modal de la poutre n’est pas négligeable. Pour palier cet écueil,
l’excitation doit être la moins intrusive possible, et on pourrait alors penser à utiliser des
méthodes acoustiques par exemple, ou encore électro-magnétiques sans contact.
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(a) Mode 1 (pot xpot = 0, 50m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
-1
-0.5
0
0.5
1
D
éf
or
m
ée
 m
od
al
e 
no
rm
al
is
ée
(b) Mode 2 (pot xpot = 0, 70m)
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(c) Mode 3 (pot xpot = 0, 50m)
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(d) Mode 3 (pot xpot = 0, 70m)
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(e) Mode 4 (pot xpot = 0, 70m)
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(f) Mode 6 (pot xpot = 0, 70m)
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(g) Mode 5 (pot xpot = 0, 50m)
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(h) Mode 5 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 3.11. – Déformées modales normalisées : (x) ligne 1, (◦) ligne 2, (+) ligne 3, (- -) moyenne
des données expérimentales, et (−) simulation du modèle DF.
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(a) Mode 7 (pot xpot = 0, 70m)
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(b) Mode 8 (pot xpot = 0, 70m)
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(c) Mode 9 (pot xpot = 0, 70m)
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(d) Mode 10 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 3.12. – Déformées modales normalisées : (x) ligne 1, (◦) ligne 2, (+) ligne 3, (- -) moyenne
des données expérimentales, et (−) simulation du modèle DF.
Figure 3.13. – Cross-MAC des 18 premiers modes expérimentaux avec les modes simulés.
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Figure 3.14. – FRF moyennée pour les basses fréquences (–) et les trois lignes (◦) pour la poutre
encastrée avec le pot à xpot = 0, 70m.
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Figure 3.15. – FRF moyennée pour les hautes fréquences (–) et les trois lignes (◦) pour la poutre
encastrée avec le pot à xpot = 0, 70m.
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Figure 3.16. – FRF moyennée pour les basses fréquences (–) et pour les hautes fréquences (–).
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(a) 200 FRF en basses fréquences
(b) 200 FRF en hautes fréquences
Figure 3.17. – 200 FRF pour les basses fréquences (a) et pour les hautes fréquences (b) avec le
pot à xpot = 0, 70m.
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4. Étude mécanique numérique et
expérimentale d’une poutre fractale
L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’impact d’une distribution fractale de masselottes
sur le comportement mécanique d’une poutre en flexion. Le chapitre précédent a permis de
valider expérimentalement le modèle mécanique de poutre non-surchargée, qui va être main-
tenant utilisé dans des cas de poutres surchargées. Dans un premier temps, une comparaison
des résultats simulés du modèle avec des configurations expérimentales de poutres fractales
surchargées sur un cas considéré comme canonique permet la validation de la capacité du mo-
dèle à prédire le comportement mécanique modal de poutre en flexion. Pour cela, une série de
mesures est réalisée sur le montage expérimental décrit au chapitre 3, en venant surcharger la
même poutre sandwich avec des distributions fractales de masselottes d’aluminium. On réalise
ensuite plusieurs études, dans le but de comparer l’impact des différentes modifications et de
mieux comprendre les mécanismes et phénomènes mis en jeux. Pour cela, des simulations et
expériences de poutres surchargées avec des distributions fractales de masselottes en acier sont
comparées, pour analyser l’effet de la masse ajoutée, l’acier étant plus dense que l’aluminium.
Ensuite, des masselottes en élastomère sont testées, afin d’évaluer l’impact d’un matériau
fortement amortissant. Des simulations numériques sont présentées par la suite, pour mettre
notamment en évidence l’évolution des fréquences de résonance de la structure dans différents
cas de surchargements, ainsi que leurs impacts sur les modes localisés. Enfin, une étude du
comportement du modèle dans le cas de surchargements extrêmes est conduite, dans le but
de tester ses limites.
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4. Études mécaniques d’une poutre fractale
4.1. Introduction et présentation de la poutre fractale expérimentale
Dans ce chapitre, des configurations de poutres surchargées par des distributions pré-fractales
de masselottes sont étudiées 1. On rappelle que le motif fractal retenu est inspiré de l’ensemble
de Cantor, et est présenté plus en détail dans le chapitre 2.3.2. Les résultats numériques sont
issus du modèle aux différences finies développé dans le chapitre 2, avec une poutre surchargée
principalement aux ordres de fractale 1, 2 et 3. Les résultats expérimentaux sont issus de la même
campagne d’essais que ceux du chapitre 3, réalisée avec la même poutre. La poutre est percée
au travers des cellules du cœur sur la tranche dans toute sa largeur, afin de permettre l’insertion
de cylindres de matériaux représentant les surcharges locales, comme le présente la photographie
4.1. Le but recherché étant de se rapprocher d’un modèle théorique purement mono-dimensionnel,
un surchargement sur toute la largeur y contribue. Cette solution n’a pas pour but de raidir la
structure, et les hétérogénéités ne se comportent pas comme un réseau de raidisseurs. En effet,
les hétérogénéités doivent représenter un changement de milieux afin de créer une rupture d’im-
pédance mécanique, comme expliqué dans la section 2.3.1. De même, le modèle bi-dimensionnel
est basé sur des surcharges ponctuelles (voir chapitre 6), soit sans effet de raideur additionnel.
Cette solution est également retenue afin de pouvoir tester sur la même poutre différents ma-
tériaux et ordres de fractal. Les perçages correspondent à l’ordre trois du fractal de la figure
2.3b. La réalisation a été faite par ATECA, notamment la découpe et l’usinage des cylindres
de matériaux représentant les surcharges, présentés sur la figure 4.2. Ces masselottes mesurent
environ Ly = 0, 05m de long, pour un diamètre moyen de 0, 005m, soit proche des dimensions
d’un cœur en nid d’abeille. Ces cylindres, une fois insérés dans leurs trous, sont solidaires de la
poutre et suivent le mouvement d’ensemble. Il n’y a donc pas non plus d’effet indésirable, comme
un effet type maracas qui aurait pu émerger d’une telle configuration. En effet, après plusieurs
configurations testées, montées et démontées, les trous ne se sont pas déformées et l’ensemble
bouge comme un bloc. Enfin, cette solution technologique permet de ne pas utiliser un guide
cylindrique pour les masselottes, qui aurait rajouté de la masse supplémentaire.
Figure 4.1. – Photographie - détail de la poutre en vue transverse.
Des mesures dimensionnelles des masselottes sont réalisées, afin de recaler les simulations numé-
riques avec les mêmes valeurs de masse volumique. La table 4.2 présente les résultats des mesures
de longueur des masselottes, réalisées à l’aide d’un pied à coulisse numérique TESA TWIN-CAL.
La table 4.1 liste la correspondance entre les matériaux des masselottes et leurs références dans
ce document.
La table 4.3 présente de même les résultats des mesures de diamètre des masselottes. Les
mesures sont réalisées aux extrémités ainsi qu’au centre des masselottes. Les grandeurs sont
exprimées en millimètre. On observe que le diamètre de l’élastomère est légèrement inférieur aux
1. Aussi appelées plus simplement poutres fractales.
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Figure 4.2. – Photographie - masselottes, de gauche à droite : en élastomère (#1), acier (#2),
Delrin R© (#3), polymère (#4) et aluminium (#5) (les matériaux sont identifiés
par leur numéros de référence).
Référence matériau #1 #2 #3 #4 #5
Matériau élastomère acier Delrin R© polymère aluminium
Table 4.1. – Correspondance référence / matériau.
Référence matériau #1 #2 #3 #4 #5
Moyenne 50,33 50,09 50,05 50,17 50,15
Nombre de mesures 15 14 14 15 8
Minimum 49,77 49,75 49,92 50,12 49,97
Maximum 50,71 50,21 50,14 50,26 50,29
Écart-type 0,241 0,104 0,067 0,032 0,091
Table 4.2. – Mesures dimensionnelles de la longueur des masselottes (en mm).
autres valeurs. Cela est sûrement lié à une compression résiduelle ou à une déformation rémanente,
l’élastomère étant moulé.
Référence matériau #1 #2 #3 #4 #5
Moyenne 4,594 4,939 4,942 5,019 4,958
Nombre de mesures 30 30 30 30 24
Minimum 4,523 4,935 4,600 4,945 4,947
Maximum 4,670 4,940 5,000 5,080 4,970
Écart-type 0,042 0,002 0,110 0,039 0,007
Table 4.3. – Mesures dimensionnelles du diamètre des masselottes (en mm).
La table 4.4 présente les résultats des mesures de masse des masselottes, réalisées avec une
balance de laboratoire OHAUS Adventurer Pro AV264. Plusieurs séries de mesures sont réalisées,
avec un nombre différent de masselottes à chaque fois, et un ré-étalonnage pendant les mesures.
Les grandeurs sont exprimées en gramme.
On peut déduire des mesures précédentes les densités des matériaux constituants ces masse-
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Référence matériau #1 #2 #3 #4 #5
Moyenne 1,332 7,686 1,096 1,960 2,687
Nombre de mesures 43 43 43 43 24
Minimum 1,319 7,658 1,053 1,951 2,684
Maximum 1,368 7,712 1,145 1,975 2,691
Écart-type 0,013 0,014 0,025 0,008 0,002
Table 4.4. – Mesures dimensionnelles de la masse des masselottes (en g).
lottes, connaissant leurs dimensions (diamètres et longueurs) et masses. Le tableau 4.5 présente
les masses volumiques calculées à partir des tableaux 4.2, 4.3 et 4.4. Ces mesures permettent
Référence matériau #1 #2 #3 #4 #5
ρ (kg.m-3) 1597 8009 1142 1975 2775
Table 4.5. – Masses volumiques des masselottes calculées.
d’avoir un degré de précision supplémentaire sur les matériaux utilisés dans la comparaison des
résultats expérimentaux et numériques.
4.2. Validation du modèle surchargé dans le cas d’une distribution de
masselottes en aluminium
Dans un premier temps, le cas d’un surchargement de masselottes d’aluminium est présenté.
Sauf mention contraire, toutes les simulations réalisées dans ce chapitre sont effectuées avec la
même discrétisation régulière. Ainsi, la structure est discrétisée en un nombre Nx = 242 points,
soit une taille de cellule équivalente d’environ 4.1mm. Ce nombre correspond à une discrétisa-
tion en 243 éléments, un multiple de 3, 9, 27 et 81. En effet, les masses sont disposées selon le
schéma présenté sur la figure 2.3b. Afin que les masses coïncident exactement avec des positions
théoriquement parfaites pour les quatre premiers ordres de ces fractales (fig. 2.3b), on arrive à un
nombre total de points multiple de 81, soit : {81, 162, 243, etc.}. Or, une discrétisation en 81 ou
162 points n’est pas assez fine, aussi bien pour la prédiction des nombres d’onde que pour celle
des déformées modales. D’où le nombre de segments égal à 243, et donc 242 points intérieurs et
mobiles. Pour les figures présentant les simulations du modèle aux DF, tous les points simulés ne
sont pas forcément affichés, afin d’améliorer la clarté des figures. Enfin, les résultats expérimen-
taux sont issus de la même campagne d’essais que ceux du chapitre précédent. Le protocole est
décrit dans le chapitre 3. Sauf mention particulière, les résultats des déformées présentées sont la
moyenne des trois déformées extraites à partir des trois lignes mesurées dans la longueur.
4.2.1. Modes de bas ordres : déformées modales pour une excitation non-centrale
Les figures 4.3 et 4.4 présentent les déformées modales expérimentales et simulées normalisées,
des modes 1 à 4 et 5 à 8 respectivement, dans le cas de poutres surchargées par des masses
d’aluminium pour des fractales d’ordres 1 à 3, et pour le pot vibrant placé à xpot = 0, 70m, une
excitation non-centrale.
Ce qui est particulièrement intéressant sur ces modes d’ordres faibles c’est que les distributions
fractales n’impactent que très peu les déformées modales. En effet, si on compare ces figures avec
les déformées simulées et expérimentales de la poutre non-surchargée des figures 3.11 et 3.12, on
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observe globalement les mêmes comportements, avec une assez bonne fidélité des prédictions des
simulations issues du modèle DF.
Pour rentrer dans le détail, les modes 1 et 2 (figures 4.3a, 4.3b, 4.3c et 4.3d), et pour les trois
ordres de fractales (1, 2 et 3), sont tous très similaires, et avec un très bon accord entre les si-
mulations et les résultats expérimentaux. De plus, ils sont également assez proches des résultats
dans le cas d’une poutre non-surchargée de la figure 3.11a, quel que soit l’ordre du fractal.
Pour le mode 3, on observe sur la figure 4.3f que les parties centrale et droite sont légèrement sous-
estimées dans le cas d’une fractale d’ordre 1. L’hypothèse avancée ici est que ces comportements
sont principalement dus à la présence du pot vibrant, lorsqu’il est positionné à xpot = 0, 70m, soit
proche d’un nœud. Ce comportement a déjà été observé dans le cas non-surchargé (fig. 3.11d).
En effet, dans le cas d’une excitation au centre comme la figure 4.6b, c’est-à-dire à xpot = 0, 50m,
on observe alors une meilleure symétrie et la déformée se rapproche du cas non-surchargé de la
figure 3.11c.
On retrouve aussi sur les modes 4 expérimentaux des poutres fractales de la figure 4.3h la même
tendance, également liée à la position du pot vibrant. Elle est de même déjà observable sur la
poutre non-surchargée de la figure 3.11e.
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(b) Mode 1 (pot xpot = 0, 70m)
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(d) Mode 2 (pot xpot = 0, 70m)
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(e) Mode 3 - DF
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(f) Mode 3 (pot xpot = 0, 70m)
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(g) Mode 4 - DF
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(h) Mode 4 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 4.3. – Déformées modales normalisées des modes 1 à 4 pour des fractales (surchargement
aluminium) : (+) d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, et (.) d’ordre 3.
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Pour le mode 5, on observe expérimentalement une légère dissymétrie sur la figure 4.4b. Elle
est également moins marquée dans le cas d’une excitation centrée pour xpot = 0, 50m, comme sur
la figure 4.6c.
Le mode 6 n’est pas symétrique non plus, mais la modification de la déformée, bien liée à la
même origine, semble de nature différente. En effet, si on compare les parties à gauche (pour
x ∈ {0 ; 0, 7}m) et à droite (pour x ∈ {0, 7 ; 1}m) du pot vibrant sur la figure 4.4d, les maxima
sont globalement égaux au sein de chaque partie respectivement. On peut observer ici un com-
portement qui se rapproche de celui de deux sous-systèmes, deux poutres. Une fois de plus, le pot
vibrant peut être assimilé à une condition aux limites supplémentaire. Cet aspect est également
visible sur la déformée du mode 7, figure 4.4f. Cette tendance confirme ce qui est observé pour la
poutre non-surchargée, comme sur la figure 3.12a.
La principale caractéristique des déformées du mode 8 est observable aussi bien expérimentale-
ment que numériquement sur les figures 4.4g et 4.4h. En effet, les premiers maxima des longueurs
d’ondes les plus proches des extrémités présentent des amplitudes légèrement diminuées pour une
augmentation de l’ordre du fractal. Pour les ordres 2 et 3, les zones proches des encastrements
sont d’autant plus surchargées. Ces parties sont donc plus difficiles à mettre en mouvement,
par rapport à la partie centrale non-surchargée, ce qui se traduit par cette légère diminution de
l’amplitude.
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(b) Mode 5 (pot xpot = 0, 70m)
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(c) Mode 6 - DF
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(d) Mode 6 (pot xpot = 0, 70m)
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(e) Mode 7 - DF
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(f) Mode 7 (pot xpot = 0, 70m)
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(g) Mode 8 - DF
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(h) Mode 8 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 4.4. – Déformées modales normalisées des modes 5 à 8 pour des fractales (surchargement
aluminium) : (+) d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, et (.) d’ordre 3.
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4.2.2. Modes de bas ordres : déformées modales pour une excitation centrale
Les déformées modales expérimentales des 8 premiers modes impairs sont présentées sur la
figure 4.6, pour différentes fractales et avec une excitation positionnée en xpot = 0, 50m, toujours
pour des masselottes en aluminium 2. On a notamment essayé ici la configuration du fractal d’ordre
3 sans les ordres 1 et 2. En effet, cette distribution présente un nombre réduit de masselottes - et
donc par extension de masse ajoutée - tout en conservant une faible distance entre ces dernières.
Cette distribution est simplement construite à partir de l’ordre 3 de la figure 2.3b, où l’on retire
les 2 masselottes de l’ordre 1 et les 4 masselottes de l’ordre 2, pour aboutir à une distribution
composée de 8 masselottes au final sur les 14 de l’ordre 3 standard, comme présentée sur la figure
4.5.
Globalement, on observe un bon accord avec les mêmes configurations pour les modes impairs
des figures 4.3 et 4.4, excités eux en xpot = 0, 70m. Les déformées liées à l’ordre 3 sans 1 et 2 ont
également un comportement assimilable aux ordres de fractales 1, 2, et 3, et plus généralement,
à celui des modes de la poutre non-surchargée, comme déjà observé précédemment. Cependant,
les éléments suivants peuvent être mis en avant :
— Une assez bonne symétrie des déformées des modes 1 à 9 ;
— Pour les modes 9 à 15, le ventre central - où est positionné le pot vibrant - semble avoir un
maximum légèrement inférieur à ceux des autres ventres ;
— Enfin, les déformées des modes 11 à 15 présentent une tendance à former un sous-système
composé de deux demi-poutres, notamment car la symétrie n’est pas parfaitement respectée,
comme sur la figure 4.6h par exemple. Cela renforce l’idée que le pot vibrant apporte un
effet de condition aux limites supplémentaire.
Figure 4.5. – Distribution fractale standard d’ordre 3 (en haut), puis les masselottes des ordres
1 et 2 sont retirées (milieu), pour aboutir à la distribution d’ordre 3 sans les ordres
1 et 2 (en bas), avec 8 sur-masses seulement.
2. On rappelle que tous les points mesurés ne sont pas affichés, par soucis de clarté, et que de la même manière,
certains symboles sont graphiquement reliés, comme par des tirets par exemple
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(a) Mode 1 (pot xpot = 0, 50m)
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(b) Mode 3 (pot xpot = 0, 50m)
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(c) Mode 5 (pot xpot = 0, 50m)
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(d) Mode 7 (pot xpot = 0, 50m)
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(e) Mode 9 (pot xpot = 0, 50m)
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(f) Mode 11 (pot xpot = 0, 50m)
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(g) Mode 13 (pot xpot = 0, 50m)
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(h) Mode 15 (pot xpot = 0, 50m)
Figure 4.6. – Déformées modales expérimentales normalisées des modes impairs de 1 à 15 pour
des fractales (surchargement aluminium) : (+) d’ordre 2, (◦) d’ordre 3, et (.)
d’ordre 3 sans les ordres 1 et 2.66
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4.2.3. Modes de bas ordres : fréquences propres
Les figures 4.7 présentent les fréquences de résonance des premiers modes pour différents ordres
de fractales, de poutres toujours surchargées par de l’aluminium et pour les deux configurations
du pot vibrant.
L’hypothèse avancée jusqu’ici est que les distributions fractales ne modifient peu ou pas les dé-
formées modales des premiers modes. En effet, l’un des mécanismes dominant dans le phénomène
de localisation est lié aux longueurs d’ondes des modes par rapport aux distances entre les hété-
rogénéités. Or, pour les premiers modes, ces distances sont faibles devant les longueurs d’ondes.
La partie précédente va dans le sens de cette hypothèse, modulo quelques effets du montage ex-
périmental, notamment l’impact du pot vibrant sur le comportement de la poutre en tant que
condition aux limites supplémentaire (cet effet a d’ailleurs été clairement identifié expérimentale-
ment). Il faut également rappeler la faible masse de la poutre (inférieure à 150 grammes) qui a été
choisie, bien que connaissant cet inconvénient, pour sa représentativité dans des cas industriels
aéronautiques.
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(a) Fréquences propres (pot xpot = 0, 50m)
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(b) Fréquences propres (pot xpot = 0, 70m)
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(c) Fréquences propres (pot xpot = 0, 50m et xpot = 0, 70m)
Figure 4.7. – Fréquences propres expérimentales pour des fractales (surchargement aluminium) :
(+) d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, (.) d’ordre 3, et (x) d’ordre 3 sans les ordres 1 et 2.
De plus, les masselottes dues aux surchargements viennent concrètement ajouter de la masse
à celle de la poutre initiale. Dans le modèle aux différences finies du chapitre 2, on rappelle que
c’est la masse ajoutée qui est injectée dans les équations du mouvement, dans la mesure où l’hy-
pothèse principale de l’étude est que son effet est dominant. On s’attend ainsi à un glissement
des fréquences de résonance vers des fréquences plus faibles. Ce décalage doit être d’autant plus
important que l’ordre du fractal (et donc la masse ajoutée) est élevé. Expérimentalement, on
observe cet écart de manière significative à partir du mode 11 de flexion, comme sur la figure
4.7b, dans le cas du pot vibrant à xpot = 0, 70m . La différence la plus grande se trouve entre le
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fractal d’ordre 1 et ceux d’ordres 2 et 3. À iso-configuration, la position du pot vibrant n’est pas
sensée impacter la fréquence de résonance. Expérimentalement, cette hypothèse semble confirmée,
comme le montre la figure 4.7c, où les fréquences d’un même ordre de fractale sont très proches.
La figure 4.8 présente une comparaison des fréquences de résonance des premiers modes entre
la poutre non-surchargée (–), les résultats expérimentaux (+) et les résultats simulés (+), dans
le cas de masselottes en aluminium. Les résultats simulés sont issus du modèle aux différences
finies, où la rigidité de flexion donnée en entrée du calcul est celle de la poutre expérimentale
non-surchargée Deff(f), dépendante de la fréquence du mode comme présentée sur les figures 3.10.
La surcharge appliquée numériquement est la même qu’expérimentalement.
Globalement, une faible variation des fréquences de poutres surchargées par rapport à la poutre
à vide est observée, mais avec cependant une augmentation de l’écart. On observe en effet un
éloignement progressif des fréquences avec l’augmentation de l’ordre du fractal (1, 2, 3 sans 1 et
2 - noté 3/1,2 - puis 3) et donc de la masse ajoutée.
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(a) Fréquences propres (fractale d’ordre 1)
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(b) Fréquences propres (fractale d’ordre 2)
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(c) Fréquences propres (fractale d’ordre 3)
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(d) Fréquences (fractale d’ordre 3 sans 1 et 2)
Figure 4.8. – Fréquences propres expérimentales pour (–) la poutre non-surchargée, (+) pour
des poutres fractales d’ordre 1, 2, 3 et 3 sans 1 et 2, et (+) pour des fréquences du
modèle DF surchargé avec Deff(f) (surchargement aluminium).
Dans le cas de l’ordre 3 (figure 4.8c), la différence entre les valeurs numériques et expérimen-
tales est légèrement plus marquée. On peut d’abord penser que cet écart est lié aux hypothèses
du modèle mécanique. En effet, les masselottes sont considérées exclusivement comme un ajout
ponctuel de masse local, placées sur l’axe de la poutre, qui est un modèle 1D. Dans la réalité
et l’expérience, la masse est toutefois volumique. Le mouvement longitudinal de flexion est donc
également perturbé par le mouvement transverse, et ce dû à la présence de la distribution de
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masses. Cet effet est assimilable à une augmentation locale de la raideur, suivant l’épaisseur de la
poutre, qui a pour conséquence de légèrement augmenter les fréquences propres. Cet effet, bien
qu’existant, est néanmoins très faible (estimé inférieur à 1,5%), comme l’ont montré des simula-
tions numériques réalisées sous Comsol R©.
On formule une autre explication, pouvant expliquer ce phénomène. Les fréquences propres ex-
traites des mesures sont légèrement biaisées dans ce cas en particulier. Cela pourrait être lié à un
défaut de parallaxe des tiges, et donc des perçages transverses de la poutre les recevant. Cet effet
s’intensifierait avec le nombre de masses ajoutées, le plus grand dans ce cas étant la distribution
fractale d’ordre 3. En cas de désaxement des tiges, la structure se retrouve alors raidie transver-
salement. Il faut cependant garder à l’esprit que les surchargements mis en jeu ici, présentés dans
le tableau 4.6, ne sont pas négligeables par rapport à la masse initiale de la poutre.
4.2.4. Modes d’ordres supérieurs : déformées modales
La figure 4.9 présente les déformées modales moyennées du mode 21 pour des poutres fractales
d’ordre 2, 3 et 3 sans 1 et 2 par des distributions de masselottes en aluminium.
(a) Fractal d’ordre 2 (b) Fractal d’ordre 3
(c) Fractal d’ordre 3 sans 1 et 2
Figure 4.9. – Déformées modales normalisées du mode 21 pour des poutres surchargées de dis-
tributions fractales de masses en aluminium : simulations (-), et déformée moyenne
expérimentale (- -) pour une excitation en xpot = 0, 50m.
Les courbes en (-) sont issues des résultats de simulations du modèle, avec un coefficient de sur-
chargement local αloc de 0, 1714 ; les courbes en (- -) sont les déformées expérimentales moyennées
issues des mesures. Les coefficients de surchargement totaux αtot sont respectivement les mêmes
pour chaque ordre fractal entre l’expérience et les simulations. Ils sont synthétisés dans le tableau
4.6.
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On peut observer que ces modes ne présentent pas particulièrement de forte localisation de
leur déplacement transverse. Cependant, les déformées modales sont modifiées par la présence
des distributions fractales, car différentes de la déformée d’une poutre non-surchargée, comme
rappelé sur la figure 4.10. En effet, les maxima des ventres de vibrations de ce mode n’ont pas
tous une amplitude proche de 1 (cas normalisé). Sur la figure 4.9a du fractal d’ordre 2 par
exemple, les amplitudes au centre et aux extrémités de la poutre sont supérieures à celles des
autres zones. Ce phénomène est présent dans les simulations, et semble encore plus marqué dans
le cas expérimental, à l’exception du lobe du nœud central. Cette différence est due à la présence
du pot vibrant qui, comme observé pour une poutre non-surchargée, vient modifier localement le
comportement de la structure.
Cette tendance se manifeste également pour le fractal d’ordre 3 sans 1 et 2 de la figure 4.9c.
Hors de cette zone centrale, un bon accord est trouvé entre les résultats simulés et mesurés
expérimentalement.
Pour le fractal d’ordre 3, la figure montre un autre comportement. Il semble que l’énergie injectée
dans la poutre soit concentrée dans la partie gauche, la partie droite ayant des amplitudes plus
faibles. Une dissymétrie de la répartition des masses est suspectée dans ce cas présent. Ces modes
sont nommés « d’étendus ».
Figure 4.10. – Déformée modale normalisée du mode 21 d’une poutre non-surchargée.
En parallèle, certains modes présentent une plus forte localisation de leur déplacement trans-
verse, comme présentés sur la figure 4.11. On qualifie ces modes comme « localisés ».
Le mode 17 de la figure 4.11a a son amplitude maximale pour les nœuds centraux, mais les
maxima diminuent en se rapprochant des extrémités encastrées. L’atténuation dans les parties
latérales est plus forte expérimentalement que celle issue des simulations numériques du modèle.
Une faible dissymétrie est observée dans les décroissances des amplitudes entre la partie gauche
et la partie droite. L’hypothèse proposée pour expliquer les amplitudes supérieures dans le côté
droit est la présence du pot vibrant à xpot = 0, 70m.
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(a) Fractal d’ordre 2 - mode 17 - xpot = 0, 70m (b) Fractal d’ordre 3/1,2 - mode 19 - xpot = 0, 50m
(c) Fractal d’ordre 3 - mode 22 - xpot = 0, 70m (d) Fractal d’ordre 3 - mode 24 - xpot = 0, 70m
Figure 4.11. – Déformées modales normalisées pour des poutres surchargées de distributions
fractales de masses en aluminium : simulations (-), et déformée moyenne expéri-
mentale (- -).
Pour le fractal d’ordre 3 sans les ordres 1 et 2, la localisation du mode 19 est plus marquée sur
la figure 4.11b. On retrouve l’effet observé sur la figure 4.9a pour les déformées expérimentales, à
savoir une modification de la déformée locale proche de l’excitation, au centre de la poutre dans
cette configuration. Il semble que le modèle sous-estime ici aussi l’atténuation dans les parties
latérales, car elle est plus marquée dans l’expérience que dans la simulation.
La figure 4.11d met en avant une localisation dans les parties latérales de la poutre pour le mode
24, entre les masselottes de l’ordre 2 (voir schéma 2.3b et tableau des positions des masselottes
2.1). La partie gauche du mode simulé est assez fidèle à la mesure, aussi bien au niveau des
amplitudes des maxima que des positions des nœuds de vibrations. On observe cependant que
la partie droite est moins fidèle au modèle. L’influence du pot vibrant est forte de ce côté, dû
à la position de l’excitation (xpot = 0, 70m), ce qui injecte de l’énergie et modifie également la
longueur d’onde locale structurelle de ce mode.
Enfin, la figure 4.12 présente les déformées normalisées des 30 premiers modes d’une poutre
fractale simulée d’ordre 3, avec des masselottes en aluminium. Elle est particulièrement intéres-
sante car elle permet d’identifier visuellement les modes qui présentent un caractère localisé. De
plus, la zone de localisation est visible. Si on la compare avec la figure 4.13 (le cas de poutre non-
surchargée), la différence entre les modes « classiques » et localisés est d’autant plus flagrante.
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Figure 4.12. – Déformées modales normalisées de la poutre fractale d’ordre 3 avec des masse-
lottes en aluminium, pour les 30 premiers modes simulés.
Figure 4.13. – Déformées modales normalisées de la poutre non-surchargée, pour les 30 premiers
modes simulés.
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4.2.5. Fonctions de Réponse en Fréquence
La figure 4.14 présente les Fonctions de Réponse en Fréquence (abrégées FRF) moyennées
mesurées expérimentalement, avec le pot vibrant central (xpot = 0, 50m), pour la poutre non-
surchargée (–), la poutre fractale d’ordre 2 (–) et d’ordre 3 (-.). Les masselottes sont en aluminium,
et les FRF représentées sont la moyenne des FRF mesurées pour l’ensemble des points de mesures,
répartis selon trois lignes, comme décrit dans le chapitre 3.2.2. La ligne verticale rouge symbolise la
fréquence de raccordement entre les deux séries de mesures en basses et moyennes fréquences. En
effet, comme décrit dans le chapitre 3.2.2, on rappelle brièvement que l’excitation est scindée en
deux gammes de fréquences : une pour les basses fréquences (identifiées comme « BF ») jusqu’à
3, 2kHz, et une bande fréquentielle supérieure, comme ici entre [2, 8 ; 6]kHz, afin notamment
d’isoler la contribution des modes basses fréquences, souvent très énergétiques. Une très bonne
continuité des courbes est obtenue expérimentalement, ne nécessitant aucun moyennage ou modèle
tampon. L’analyse de ces courbes met principalement en avant trois phénomènes :
— un décalage vers les basses fréquences des modes résonants, suivant l’augmentation de la
masse ajoutée et donc de l’ordre du fractal. Cet effet, déjà observé dans le chapitre précédent
4.2.3, est confirmé sur cette figure. Ce décalage devient de plus en plus important avec l’ordre
du mode, comme décrit précédemment ;
— pour la plupart des pics résonants de ces courbes (c’est-à-dire des modes), l’amplitude maxi-
male du pic est réduite. En effet, on observe globalement une diminution des maxima des
modes des poutres fractales par rapport à la poutre non-surchargée, celle-ci étant d’autant
plus marquée pour la poutre fractale d’ordre 3 ;
— une diminution de l’énergie globale, c’est-à-dire pas seulement les phénomènes résonants,
mais également entre ces modes. On retrouve la hiérarchie des courbes, avec la poutre
non-surchargée, et les poutres fractales d’ordre 2 et d’ordre 3.
Figure 4.14. – FRF expérimentales moyennées pour des poutres : (–) non-surchargée, (–) frac-
tale d’ordre 2, et (−.) fractale d’ordre 3, avec le pot vibrant en position centrale
xpot = 0, 50m (sur-masses en aluminium).
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On tire plusieurs conclusions de cette figure 4.14 :
— les modes résonants sont moins marqués, avec des maxima plus faibles, et contribuent moins
à l’énergie moyenne de la FRF ;
— de plus, l’énergie moyenne globale tend à diminuer avec l’augmentation de l’ordre du fractal ;
— enfin, les écarts entre les fréquences des modes continuent de se creuser avec l’augmentation
de la fréquence et de l’ordre de la distribution fractale.
Si on étudie de plus près les moyennes et hautes fréquences des courbes de poutres fractales par
rapport à la poutre non-surchargée, moins de phénomènes résonants sont présents, notamment
dans la bande de 4kHz à 6kHz. On suppose ici un effet assimilable à un stop band. Cependant, cette
notion de bande d’arrêt n’est pas à prendre par exemple au sens des cristaux phononiques. Les
modes associées à ces fréquences sont environ d’ordres 25 à 30 : il est toutefois difficile d’identifier
exactement les ordres de ces modes, en comptant le nombre de ventres et nœuds de vibrations des
déformées modales mesurées. En effet, on rappelle qu’expérimentalement 67 points sont mesurées
le long de chaque ligne, distants de 0, 015m, sur trois longueurs de la poutre. Ainsi, le nombre de
points de mesure est insuffisant pour bien représenter les déformées modales.
Cependant, ces modes existent et, contrairement à certains réseaux périodiques, ne sont pas
complètement supprimés par le réseau fractal, bien que les longueurs d’ondes structurelles soient
inférieures aux distances inter-hétérogénéités. Ils sont au contraire soit étendus soit localisés, et
leur amplitude atténuée dans les deux cas, comme le montrent ces fonctions de transfert.
Bilan partiel
Cette partie du chapitre compare les résultats issus de la simulation du modèle avec des résultats
expérimentaux pour des poutres fractales surchargées par des distributions de masselottes en
aluminium. Les résultats présentés ici en terme de déformés et fréquences propres, ainsi que les
fonctions de réponse en fréquence, donnent une certaine confiance dans le modèle, ainsi que dans
le comportement physique qu’il représente.
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4.3. Études expérimentales et numériques de l’influence d’un
surchargement fractal sur le comportement modal d’une poutre
composite
La partie précédente a permis de valider le principe physique cherché sur une configuration
canonique, via une première comparaison de résultats expérimentaux et des simulations numé-
riques issues du code développé lors de ces travaux. Ainsi, le modèle est maintenant utilisé pour
des études plus ciblées, aussi bien numériques qu’expérimentales. Dans cette partie, on propose :
— une étude de l’impact de la masse, avec le cas de surchargement de masselottes en acier, et
donc nettement plus lourdes que celles en aluminium précédemment étudiées ;
— une étude de l’impact de l’amortissement dans le modèle, avec des masselottes en élastomère,
un polymère connu pour ses propriétés amortissantes ;
— une étude orientée sur les ordres des fractales, en se basant sur l’analyse des fréquences
propres ;
— le cas d’un mode localisé pour une distribution fractale donnée, mais en faisant varier les
surcharges des masselottes ;
— et enfin, une étude sur le comportement du modèle à sa limite, avec un surchargement
extrême.
Le but est ainsi d’explorer les possibilités et limites du concept de poutres surchargées par des
distributions fractales, en gardant à l’esprit les hypothèses du modèle et du cadre de travail.
4.3.1. Étude de l’impact de la masse : cas d’une distribution fractale en acier
Afin de quantifier l’impact de la masse du fractal, une deuxième série de mesures est réalisée. À
la place de l’aluminium, le matériau utilisé pour cette série est de l’acier, qui possède une densité
et un module d’Young plus importants (voir table 4.5). Cependant, il est intéressant de noter que
le ratio ρ/E, qui intervient notamment dans le nombre d’onde de flexion, est équivalent dans les
deux cas, ce qui n’impacte donc pas la célérité des ondes de flexion.
Les déformées obtenues des premiers modes sont très proches de celles obtenues dans le cas de
l’aluminium, et ne sont donc pas présentées ici. En effet, on retrouve dans ce cas également un
comportement très proche de celui d’une poutre non-surchargée.
Fréquences propres
Les fréquences propres des modes présentent quant à elles des différences plus significatives,
étant directement liées à la masse. Les figures 4.15 présentent les valeurs des fréquences de réso-
nance des premiers modes pour différents ordres de fractales, surchargées par de l’acier et pour
les deux configurations du pot vibrant. En comparant les fréquences dans le cas d’un surcharge-
ment d’aluminium (cf. figures 4.7), on observe ici un plus net glissement des fréquences vers des
valeurs plus faibles en fonction de l’ordre du fractal. En effet, dans le cas de l’excitation placée
à xpot = 0, 70m par exemple, on voit dès le mode 4 une diminution progressive des valeurs des
fréquences de résonance, qui est d’autant plus importante quand l’ordre du fractal augmente,
c’est-à-dire que le nombre de masselottes (et le surchargement global) aussi.
À partir de l’équation (2.41), on peut déterminer αnfractot le ratio de surchargement total de la
poutre notamment pour l’acier et l’aluminium en fonction de nfrac l’ordre de la distribution frac-
tale, comme présenté dans le tableau 4.6. Dans le cas de l’acier, on observe donc un surchargement
plus marqué, lié à la densité plus élevée du matériau, expliquant la plus nette démarcation des
fréquences. La figure 4.15c confirme que les fréquences propres issues des deux positions du pot
vibrant sont sensiblement équivalentes, comme attendu par la théorie. Enfin, les configurations
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Référence matériau #1 (élastomère) #2 (acier) #5 (aluminium)
α1tot 1,023 1,114 1,04
α2tot 1,068 1,343 1,119
α3tot 1,16 1,801 1,277
α
3/1,2
tot 1,091 1,458 1,159
Table 4.6. – Ratios de surchargement total de la poutre pour les différents matériaux en fonction
de l’ordre du fractal.
fractales d’ordre 2 et d’ordre 3 sans 1 et 2 ont des ratios de surchargements assez proches, ce qui
se traduit par des fréquences de résonance proches aussi, en tout cas pour ces ordres de modes où
la longueur d’onde structurelle est grande devant la distance inter-hétérogénéités, et donc encore
une fois la déformée peu modifiée.
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(a) Fréquences propres (pot xpot = 0, 50m)
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(b) Fréquences propres (pot xpot = 0, 70m)
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(c) Fréquences propres (pot xpot = 0, 50m et xpot = 0, 70m)
Figure 4.15. – Fréquences propres expérimentales pour des fractales (surchargement acier) : (+)
d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, (.) d’ordre 3, et (∗) d’ordre 3 sans les ordres 1 et 2.
La figure 4.16 présente une comparaison des fréquences de résonance des premiers modes entre
la poutre non-surchargée (–), les résultats expérimentaux (+) et les résultats simulés (+), tou-
jours dans le cas de masselottes en acier. Par rapport aux figures 4.8, la plupart des fréquences
obtenues sont inférieures aux fréquences propres de la poutre surchargée, ce qui confirme la théo-
rie attendue. Les résultats simulés à partir du modèle suivent également assez bien la tendance
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expérimentale. Un point intéressant est observé sur la figure 4.16b, autour des modes 8, 9 et 10,
et particulièrement le mode 9. En effet, la configuration de l’ordre 2 du fractal voit sa distribution
de masses concordant avec les positions des nœuds du mode 9, et donc également relativement
proche des modes 8 et 10. Ainsi, les déformées modales et fréquences pour ces modes ne sont que
très peu impactées.
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(a) Fréquences propres (fractale d’ordre 1)
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(b) Fréquences propres (fractale d’ordre 2)
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(c) Fréquences propres (fractale d’ordre 3)
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(d) Fréquences (fractale d’ordre 3 sans 1 et 2)
Figure 4.16. – Fréquences propres expérimentales pour (–) la poutre non-surchargée, (+) pour
des poutres fractales d’ordre 1, 2, 3 et 3 sans 1 et 2, et (+) pour des fréquences
du modèle DF surchargé avec Deff(f) (surchargement acier).
Déformées modales
La figure 4.17 présente les déformées modales expérimentales et simulées normalisées de poutres
fractales, surchargées par des distributions de masselottes en acier, pour différentes configurations
de pots vibrants. Le mode 15 expérimental de la figure 4.17a est dissymétrique, avec une am-
plitude plus importante sur sa partie gauche. Ce genre de comportement a déjà été observé sur
d’autres figures, et est lié à la position centrale du pot vibrant pour cette mesure. On retrouve
également ce phénomène sur le mode 17 de la figure 4.17b. Ces deux modes sont considérés comme
étendus, bien que le mode 17 se rapproche d’un cas de localisation du déplacement transverse
central, comme observé sur la figure 4.17c. La partie droite du mode par rapport au pot sur cette
courbe (après xpot = 0, 70m) souffre également de l’effet de l’excitation.
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(a) Fractal d’ordre 3 - mode 15 - pot xpot = 0, 50m (b) Fractal d’ordre 3 - mode 17 - pot xpot = 0, 50m
(c) Fractal d’ordre 2 - mode 17 - pot xpot = 0, 70m
Figure 4.17. – Déformées modales normalisées pour des poutres surchargées de distributions
fractales de masses en acier : simulations (-), et déformée moyenne expérimentale
(- -).
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(a) Fractal d’ordre 2 - mode 26 - pot xpot = 0, 70m (b) Fractal d’ordre 3/1,2 - pot xpot = 0, 50m
(c) Fractal d’ordre 3/1,2 - pot xpot = 0, 50m
Figure 4.18. – Déformées modales normalisées pour des poutres surchargées de distributions
fractales de masses en acier : simulations (-), et déformée moyenne expérimentale
(- -).
Les figures 4.18 présentent des déformées modales expérimentales et simulées normalisées de
mode d’ordres supérieurs, dans le cas de poutres fractales (masselottes en acier). Une forte loca-
lisation du déplacement transverse dans la partie centrale de la poutre est observée, et ce pour
les différentes configurations du pot vibrant. Cette localisation se concentre dans le tiers central
de la poutre, entre x = [0, 33 ; 0, 66], qui n’est pas surchargé par des masselottes 3. Le mode 26 de
la figure 4.18a exhibe une modification de sa déformée localement autour de la position du pot
vibrant à xpot = 0, 70m.
Les ordres des modes 4.18b et 4.18c ne sont pas parfaitement identifiés. En effet, le nombre
de points de mesure expérimentaux dans la longueur de la poutre ne permet pas d’avoir une
résolution spatiale suffisante pour décrire des déformées modales de ces ordres 4.
FRF
La figure 4.19 présente les FRF moyennées mesurées expérimentalement, avec le pot vibrant
central (xpot = 0, 50m), pour la poutre non-surchargée, et les poutres fractales d’ordre 2 et d’ordre
3 surchargées par des distributions de masselottes en acier. Comme dans le cas des poutres
fractales avec les masselottes en aluminium, la ligne verticale rouge symbolise la fréquence de
raccordement entre les deux séries de mesures en basses et moyennes fréquences. De même, une
très bonne continuité des courbes est obtenue expérimentalement, aucun moyennage ou modèle
tampon n’étant ainsi à utiliser. Plusieurs phénomènes sont remarquables sur ces courbes :
3. Voir schéma 2.3b et tableau des positions des masselottes 2.1
4. Pour rappel, 67 points espacés de 0,015m sont mesurés, le long de trois lignes de la poutre.
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— comme observé dans le cas de distributions fractales en aluminium, le décalage des fré-
quences de résonance vers de plus basses valeurs est d’autant plus marqué ici, la masse
ajoutée étant plus importante. Cet effet augmente avec les ordres de modes croissants ;
— la plupart des maxima des résonances sont également réduits sur les poutres fractales, ainsi
que les minima d’énergies entre les modes. Ce phénomène n’est pas le résultat d’une simple
variation du niveau d’excitation, qui aurait alors l’effet d’une « simple » translation de la
FRF, en considérant que l’on reste dans un régime linéaire. Ces diminutions de niveau,
particulièrement observables en moyennes fréquences par exemple, sont liées à la présence
du réseau fractal d’hétérogénéités.
Ces courbes consolident les effets observés dans le cas de distributions de masselottes en aluminium
dans le chapitre 4.2 précédent, mais sont d’autant plus marqués avec des sur-masses en acier,
comme présentées ici.
Figure 4.19. – FRF expérimentales moyennées pour des poutres : (–) non-surchargée, (–) frac-
tale d’ordre 2, et (−.) fractale d’ordre 3, avec le pot vibrant en position centrale
xpot = 0, 50m (sur-masses en acier).
La figure 4.20 présente des FRF moyennées mesurées expérimentalement, avec le pot vibrant
central (xpot = 0, 50m), pour la poutre non-surchargée, et les poutres fractales d’ordre 3 surchar-
gées par des distributions de masselottes en aluminium et en acier. Les phénomènes décrits dans
l’analyse de la figure 4.19 sont également observables ici. Comme dans le cas de la figure 4.19,
si on étudie de plus près les moyennes et hautes fréquences des courbes de poutres fractales par
rapport à la poutre non-surchargée, moins de phénomènes résonants sont présents. On retrouve
la notion de stop-band, ou plutôt de « bande impactée par le fractal », mais avec l’existence de
modes modifiés - étendus ou localisés - dont l’amplitude est réduite.
4.3.2. Étude de l’impact de l’amortissement : cas d’une distribution fractale en
élastomère
Les cas précédents de l’aluminium et de l’acier ont permis de quantifier expérimentalement
et numériquement les effets de la masse ajoutée, ces deux matériaux étant assez rigides et peu
amortissants. Pour rappel, le modèle proposé dans le chapitre 2 ne prend en compte que la
masse ajoutée, en lien avec les phénomènes physiques considérés prédominants. Pour évaluer la
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Figure 4.20. – FRF expérimentales moyennées pour des poutres : (–) non-surchargée, (–) frac-
tale d’ordre 3 surchargée par de l’aluminium, et (−.) fractale d’ordre surchargée
avec de l’acier, le pot vibrant en position centrale xpot = 0, 50m.
pertinence de cette hypothèse de non prise en compte de l’amortissement, des masselottes en
élastomère sont testées, de densité proche de celle de l’aluminium (cf. table 4.5), mais pouvant
procurer potentiellement un amortissement de la structure porteuse.
Déformées modales
Les figures 4.21 et 4.22 présentent les déformées modales expérimentales et simulées normalisées,
des modes 1 à 4 puis 5 et 6 respectivement, dans le cas de poutres surchargées par des masses en
élastomère pour des fractales d’ordres 1 à 3. On observe un bon accord entre les résultats simulés et
expérimentaux et un faible impact des distributions fractales par rapport aux modes de la poutre
non-surchargée, comme également dans les cas des poutres surchargées par des masselottes d’acier
ou d’aluminium. On retrouve cependant l’impact du pot vibrant pour certains modes, comme le
mode 6 par exemple.
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(b) Mode 1 (pot xpot = 0, 70m)
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(d) Mode 2 (pot xpot = 0, 70m)
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(f) Mode 3 (pot xpot = 0, 70m)
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(h) Mode 4 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 4.21. – Déformées modales expérimentales et simulées normalisées des modes 1 à 4 pour
des fractales (surchargement élastomère) : (+) d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, et (.)
d’ordre 3.82
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(b) Mode 5 (pot xpot = 0, 70m)
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(d) Mode 6 (pot xpot = 0, 70m)
Figure 4.22. – Déformées modales expérimentales et simulées normalisées des modes 5 à 6 pour
des fractales (surchargement élastomère) : (+) d’ordre 1, (◦) d’ordre 2, et (.)
d’ordre 3.
Les figures 4.23 et 4.24 présentent des déformées modales expérimentales et simulées normali-
sées de mode d’ordres supérieurs, dans le cas de poutres fractales surchargées de distributions de
masselottes en élastomère. La déformée modale du mode 18 de poutres fractales d’ordre 2 (fig.
4.23a) fait émerger une légère forme de localisation de l’énergie dans le tiers central par rapport
aux parties latérales. La diminution de l’amplitude est notable mais reste assez peu marquée,
notamment par rapport aux modes d’ordres supérieurs présentés par la suite. En effet, les diffé-
rences d’amplitudes entre la partie centrale et les parties latérales des modes 23 (fig. 4.23b) et
26 (fir. 4.23c) d’une poutre fractale d’ordre 3 sont supérieures. La contribution du pot vibrant y
est également plus présente, et vient modifier localement la vibration de la poutre. Bien que les
déformées simulées sous-estiment la localisation du déplacement transverse et l’atténuation dans
les parties latérales de la poutre, elle est cependant prédite par le modèle, mais dans une moindre
mesure.
Le même comportement est observé pour les modes 27 des poutres fractales d’ordres 2, 3 et 3
sans 1 et 2 (fig. 4.24), mais semble d’autant plus exacerbé. En effet, le déplacement transverse
est quasiment exclusivement présent dans le tiers central de la poutre, la partie non-surchargée
par les masselottes. Le modèle sous-estime fortement les déformées modales, et l’amortissement
semble être le facteur prépondérant dans ces exemples.
Fréquences propres
La figure 4.25 présente les fréquences de résonance des premiers modes pour différents ordres
de fractales, surchargées par de l’élastomère et pour les deux configurations du pot vibrant.
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(a) Fractal d’ordre 2 - mode 18 (b) Fractal d’ordre 3 - mode 23
(c) Fractal d’ordre 3 - Mode 26
Figure 4.23. – Déformées modales normalisées pour des poutres surchargées de distributions
fractales de masses en élastomère : simulations (-), et déformée moyenne expéri-
mentale (- -), avec le pot vibrant en xpot = 0, 70m.
Une tendance comparable à celle des cas de fractal de masselottes en aluminium se dégage (cf. la
figure 4.7c), où l’on observe un impact peu significatif de l’ordre du fractal. En effet, ce phénomène
semble encore moins marqué dans le cas de l’élastomère. Cela parait en accord avec les valeurs du
tableau 4.6, la masse volumique de l’élastomère (et donc la masse ajoutée par le fractal in fine)
étant encore plus faible que celle de l’aluminium.
Les figures 4.27 illustrent plus en détail l’évolution des fréquences propres en fonction de l’ordre
du fractal. Les fréquences expérimentales sont comparées aux résultats numériques obtenus à
partir du modèle prenant en entrée la rigidité de flexion Deff(f), comme dans le cas des figures
4.8 et 4.16. Les surcharges appliquées numériquement sont les mêmes qu’expérimentalement. Des
configurations de fractales composées sont également testées, comme l’ordre 2 sans l’ordre 1 (noté
2/1), ainsi que l’ordre 2 et 3 sans 1 (de la même manière, noté 2,3/1).
Les déformées modales associées pour ces modes d’ordres faibles ne sont pas présentées dans ce
document car elles sont sensiblement comparables à celles des ordres complets de fractale 1, 2 et
3 des figures 4.21 et 4.22, et de manière générale très proche des déformées modales de la poutre
non-surchargée des figures 3.11 et 3.12, comme pour toutes les configurations observées pour les
modes d’ordre faible.
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(a) Fractal d’ordre 2 - Mode 27 (b) Fractal d’ordre 3/1,2 - Mode 27
(c) Fractal d’ordre 3 - Mode 27
Figure 4.24. – Déformées modales normalisées du mode 27 pour des poutres surchargées de
distributions fractales de masses en élastomère : simulations (-), et déformée
moyenne expérimentale (- -), avec le pot vibrant en xpot = 0, 70m.
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Figure 4.25. – Fréquences propres expérimentales pour des fractales : (+) d’ordre 1, (◦) d’ordre
2, et (.) d’ordre 3 pour les deux configurations de pot vibrant (surchargement
élastomère).
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(a) Fréquences propres (fractale d’ordre 1) (b) Fréquences propres (fractale d’ordre 2)
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(a) Fréquences propres (fractale d’ordre 1)
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(b) Fréquences propres (fractale d’ordre 2)
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(c) Fréquences propres (fractale d’ordre 2 sans 1)
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(d) Fréquences (fractale d’ordre 2 et 3 sans 1)
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(e) Fréquences propres (fractale d’ordre 3)
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(f) Fréquences (fractale d’ordre 3 sans 1 et 2)
Figure 4.27. – Fréquences propres expérimentales pour (–) la poutre non-surchargée, (+) pour
des poutres fractales d’ordre 1, 2, 2 sans 1, et 3 sans 1, 3 et 3 sans 1 et 2, et
(+) pour des fréquences du modèle DF surchargé avec Deff(f) (surchargement
élastomère).
FRF
La figure 4.28 présente les FRF moyennées mesurées expérimentalement 5, avec le pot vibrant
central (xpot = 0, 50m), pour la poutre non-surchargée, et les poutres fractales d’ordre 1, d’ordre 2
5. La ligne verticale rouge représente la fréquence de raccordement entre les deux séries de mesures en basses
et moyennes fréquences.
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et d’ordre 3 surchargées par des distributions de masselottes en élastomère. On retrouve les mêmes
comportements que pour les figures similaires dans le cas de surchargements en aluminium 4.14
et en acier 4.19. En lien direct avec les analyses de ces figures, on peut mettre en avant les
phénomènes suivants :
— les modes résonants sont moins marqués, avec des maxima plus faibles, et ressortent moins
de l’énergie moyenne de la FRF ;
— de plus, l’énergie moyenne globale tend à diminuer avec l’augmentation de l’ordre du fractal ;
— les écarts entre les fréquences des modes continuent de se creuser avec l’augmentation de la
fréquence et de l’ordre de la distribution fractale ;
— enfin, pour les hautes et moyennes fréquences, on retrouve une bande fréquentielle impactée
par le fractal, avec des modes étendus et localisés.
Figure 4.28. – FRF expérimentales moyennées pour des poutres : (–) non-surchargée, (–) frac-
tale d’ordre 2, et (−.) fractale d’ordre 3, avec le pot vibrant en position centrale
xpot = 0, 50m (sur-masses en élastomère).
La figure 4.29 présente des FRF moyennées mesurées expérimentalement, avec le pot vibrant
central (xpot = 0, 50m), pour la poutre non-surchargée, et les poutres fractales d’ordre 3 surchar-
gées par des distributions de masselottes en aluminium, en acier et en élastomère. Les densités
de ces trois matériaux étant différentes, les décalages en fréquence dus à la masse ajoutée le sont
également. Cependant, on peut observer, notamment pour les moyennes et hautes fréquences (ici
de [3 ; 6]kHz ici), que la FRF de la poutre fractale surchargée par de l’élastomère a une ampli-
tude en partie inférieure aux autres FRF, et que les phénomènes résonants sont également peu
marqués.
Bilan
Cette partie montre l’impact d’une distribution de masselottes constituées d’un matériau for-
tement amortissant par rapport aux métaux utilisés jusqu’à maintenant. Expérimentalement, on
observe plusieurs phénomènes, notamment pour les modes d’ordres supérieurs. Les déformées
modales présentent une diminution du déplacement transverse dans les zones surchargées qui est
plus marquée que pour des masselottes métalliques. Les FRF montrent également que ces modes
sont peu résonants, et que globalement l’énergie de la poutre est réduite sur toute la bande de
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Figure 4.29. – FRF expérimentales moyennées pour des poutres : (–) non-surchargée, et fractales
d’ordre 3 avec des distributions de masselottes en aluminium (–), en acier (−.),
et en élastomère (−.), le pot vibrant en position centrale xpot = 0, 50m.
fréquences correspondante à ces modes, dont les longueurs d’ondes structurelles sont inférieures
aux distances inter-hétérogénéités. Dans le cas d’un matériau aussi amortissant, le modèle - qui
ne prend en compte que l’effet de la masse ajoutée - n’est pas en mesure de prédire complètement
la physique avec autant de fidélité que pour des surcharges métalliques : dans le cas du mode 27
par exemple, il est bien considéré comme localisé en simulation, cependant l’amplitude obtenue
expérimentalement est assez différente. Cela sera une limitation dans le cas de panneaux fractaux,
aussi bien pour les aspects vibratoires que liés au rayonnement acoustique couplé.
4.3.3. Étude du comportement des poutres fractales au travers de leurs fréquences
de résonance
Cette partie propose une étude plus globale de l’impact d’une distribution fractale sur une
poutre, au travers d’une analyse de l’évolution des fréquences propres de la structure surchargée.
La figure 4.30 présente l’évolution des fréquences de résonance normalisées des cent premiers
modes simulés, pour la poutre à vide, ainsi que des poutres fractales d’ordre 1, 2, et 3, avec des
distributions de masselottes en acier. On retrouve un effet déjà observé précédemment, à savoir
la diminution de la fréquence de résonance d’un mode avec l’augmentation de l’ordre du fractal,
et donc de la masse ajoutée.
La figure 4.31 propose un zoom sur les trente-cinq premiers modes de la figure 4.30. Au sein
de chaque courbe liée à un ordre de fractal donné, un motif se répète. En prenant l’exemple de
l’ordre 3, plusieurs zones apparaissent en effet au sein de la courbe :
— pour les modes de 1 à 20 environ, la courbe est comparable à celle de la poutre non-
surchargée - avec quelques légères variations -, à une homothétie près, qui est liée à la
masse, comme expliqué précédemment ;
— au-delà, une première rupture de pente est observable, suivie d’un palier, puis d’une deuxième
rupture de pente, pour finir par quasiment converger vers la courbe de la poutre non-
surchargée pour le mode 27 ;
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Figure 4.30. – Fréquences propres normalisées pour (–) une poutre non-surchargée, et pour des
poutres fractales d’ordres 1 à 3, respectivement (- -), (–), et (.), avec un surchar-
gement en acier.
— la courbe repart ensuite comme à son origine, en s’écartant peu à peu.
La première partie de la courbe correspond aux modes peu affectés par la présence du fractal.
En effet, la longueur d’onde structurelle de ces modes est supérieure à la distance entre les
hétérogénéités, le fractal n’a alors qu’un effet de masse ajoutée. La figure 4.32 propose d’ailleurs
Figure 4.31. – Fréquences propres normalisées pour (–) une poutre non-surchargée, et pour des
poutres fractales d’ordres 1 à 3, respectivement (- -), (–), et (.), avec un surchar-
gement en acier (zoom sur les 35 premiers modes).
une représentation des fréquences de résonance de la poutre à vide et de la poutre fractale d’ordre
3 présentées précédemment, ainsi que la simulation d’une poutre de masse égale à celle de la poutre
fractale d’ordre 3, mais répartie de manière homogène, et non sous forme de masselottes localisées.
On retrouve alors ces deux dernières courbes quasiment confondues sur cette première zone. On
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Figure 4.32. – Fréquences propres normalisées pour (–) une poutre non-surchargée, pour (- -)
une poutre non-surchargée de masse totale égale à la masse de la poutre fractale
d’ordre 3, et pour (- -) une poutre fractale d’ordre 3, avec un surchargement en
acier.
observe ensuite que les deux courbes se séparent autour du mode 19, avec la première rupture de
pente déjà mentionnée. Cette transition est identifiée comme le début de la zone où les modes sont
impactés par la distribution fractale. Ces modes sont appelés « étendus ». Ainsi, la simulation
du mode 17 de la figure 4.23 montre des premiers signes de modification de sa déformée, avec
une localisation du déplacement transverse dans sa partie centrale, comme identifié sur les modes
présentés par exemple sur la figure 4.18.
Le cas du mode 27 est particulier. En effet, dans le cas d’un fractal d’ordre 3 par exemple,
les positions des masselottes coïncident quasiment avec les nœuds de vibrations de ce mode 6.
Ainsi, la masse ajoutée n’a théoriquement aucun effet. Il faut cependant garder à l’esprit que
le modèle est constitué de masses ponctuelles, alors qu’expérimentalement, la masse est répartie
sur la section des masselottes. Cet effet ne sera donc pas aussi marqué expérimentalement que
numériquement, et la fréquence du mode 27 d’un poutre fractale sera différente de celle d’une
poutre non-surchargée.
Au travers de ces courbes, on identifie ainsi plusieurs zones d’évolutions des valeurs des fré-
quences de résonance. Ces zones sont les images de la signature du fractal dans la répartition des
fréquences modales des poutres surchargées issues du modèle implémenté.
4.3.4. Étude de la variation des masses des surcharges d’un mode localisé à
iso-ordre de fractale
Cette partie présente une étude numérique de l’impact de la masse ajoutée par le réseau fractal
sur un mode localisé. Le mode d’intérêt pour cette partie est le mode 26, du fait de son caractère
localisé sur la partie centrale de la poutre. Pour isoler le rôle de la distribution de masselottes,
le choix est fait de fixer l’ordre du fractal pour cette étude, ici l’ordre 2. De plus, pour chaque
surchargement, on rappelle que le même matériel constitutif est utilisé pour les six masselottes,
c’est à dire que les surcharges sont identiques entre elles pour chaque série de distribution fractale.
Les matériaux simulés sont inspirés de matériaux réalistes, et les masses volumiques injectées dans
6. voir tableau 2.1.
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le modèle sont représentatives des matériaux disponibles pour les expériences (voir le tableau 4.5).
En travaillant sur les relations (2.35) et (2.41), on peut exprimer le coefficient de surcharge totale
αtot en fonction de la surcharge locale αloc, voire directement en fonction de la masse volumique
du matériau de la distribution fractale.
La figure 4.33 présente les déformées normalisées du mode 26 avec différents matériaux sur-
chargeant la poutre sur une base de fractale d’ordre 2. Les courbes sont définies par leurs masses
volumiques de fractales associées, en kg.m−3.
Figure 4.33. – Déformée normalisée du mode 26 le long de la poutre pour différents matériaux
surchargeant, avec une distribution fractale d’ordre 2.
La table 4.7 synthétise les valeurs de surcharges locales αloc et totales αtot associées pour les
masses volumiques calculées pour le fractal d’ordre 2.
ρfrac (kg.m-3) 1142 1597 1960 2687 7658
αloc 0,335 0,264 0,227 0,176 0,070
αtot 1.049 1.068 1.084 1.290 1.330
Table 4.7. – αloc et αtot pour différents matériaux surchargeant une poutre fractale d’ordre 2.
La figure 4.34 présente ensuite l’évolution de αtot la surcharge totale en fonction de la masse
volumique des surcharges. On peut y associer la loi linéaire de surchargement avec l’évolution de
la déformée présentée sur la figure 4.33.
L’analyse des éléments présentés précédemment mène vers plusieurs observations et conclu-
sions, en lien direct avec le comportement physique de la structure. L’augmentation du caractère
localisé du mode dans la partie centrale suit l’augmentation de la masse ajoutée. En effet, la
présence des masselottes est nécessaire pour obtenir une modification de la répartition de l’éner-
gie au sein de la structure, avec un lien direct entre la longueur d’onde spatiale du mode et les
distances inter-hétérogénéités. Cependant, ce n’est pas la seule condition pour obtenir un effet de
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Figure 4.34. – Surcharge totale αtot fonction de la masse volumique des surcharges, pour une
distribution fractale d’ordre 2.
localisation, ce qui le différencie entre autre par exemple des cristaux phononiques dans l’air. On
montre ici que le comportement de ce mode est donc en partie dirigé par l’ajout de masse, et que
l’augmentation de cette dernière accentue le caractère localisé de la déformée modale.
En résumé, on montre ici que la réponse de la poutre fractale de cette étude est pilotée par la
géométrie des distributions les surchargeant, et également par la masse ajoutée par ces dernières.
Afin de mieux comprendre ce comportement, la partie suivante investigue d’abord le cas d’un
surchargement extrême, puis propose une étude qui met en avant la limite de l’effet de masse
ajoutée.
4.3.5. Étude du comportement du modèle à sa limite : cas d’extrême
surchargement
La figure 4.35 présente un cas d’utilisation du modèle poussé à l’extrême. En effet, on y présente
le mode 26 d’une poutre non-surchargée et d’une poutre surchargée par une distribution d’ordre
2, mais avec un matériau d’une densité très grande, soit prise de 1 000 000 kg.m-3. L’idée n’est
pas d’envisager un tel matériau, ce qui est évidemment irréaliste, mais d’appréhender le com-
portement du modèle poussé dans ses limites. Ainsi, on observe que les abscisses des positions
le long de la poutre où sont situées les masselottes (*) pour un fractal d’ordre deux (cf. table
2.1), sont toutes quasiment confondues avec la ligne neutre de la poutre. Il faut noter que ce
n’est pas le cas d’un mode 26 d’une poutre non-surchargée, c’est-à-dire que ces points ne sont pas
des nœuds modaux, comme on peut l’observer avec les étoiles oranges (*) de la figure 4.35. On
s’approche ici d’un comportement type condition aux limites, en imaginant alors une condition
de non-déplacement, comme pour une poutre multi-appuyée par exemple.
Pour aller plus loin, la figure 4.36 propose une représentation des déplacements verticaux maxi-
mums et moyennés des six masselottes (d’un fractal ordre deux) du mode 26, et ce pour différents
surchargements. Les valeurs calculées sont présentées dans le tableau 4.8. Cette représentation
montre ainsi l’évolution des déplacements (le déplacement maximal des six masselottes en bleu,
le déplacement moyen en rouge) tels que :
— pour un surchargement total nul, c’est-à-dire αtot égal à un (sans fractal), les positions
suivent le comportement standard du mode 26 ;
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Figure 4.35. – Déformée normalisée du mode 26 le long de la poutre pour : (–) une poutre et à
vide, et (–) avec un matériau surchargeant de masse volumique 106 kg.m-3 avec
une distribution fractale d’ordre 2.
— pour un surchargement total inférieur à 10%, on observe déjà une réduction du déplacement
maximal de masselottes de l’ordre d’un tiers, accompagné d’un déplacement moyen réduit
à la moitié ;
— pour un surchargement total inférieur à 50%, le déplacement maximal des masselottes est
inférieur au quart, le déplacement moyen proche des 15% ;
— pour des très fortes valeurs de surchargement (αtot supérieur à 3), le déplacement des
masselottes est quasiment nul, avec le maximal de 5% et le déplacement moyen inférieur à
3%.
Cet aspect est présenté plus en détails dans le chapitre 6, avec l’extension du modèle de poutre
droite à la plaque plane.
αtot 1 1.02 1.04 1.09 1.17 1.26 1.34 1.43 1.86 2.29 2.71 3.14 5.28 11.7 22.4
dep.max 91 86 77 63 44 33 27 22.4 12 8.2 6.3 5 2.6 1 0.5
dep.moy 84 77 67 52 33 23 18 14.6 7.2 4.8 3.6 2.8 1.4 0.56 0.28
Table 4.8. – Déplacements maximums et moyens (en % pour une déformée modale normalisée)
des six masselottes du mode 26 pour différents αtot et matériaux surchargeant une
poutre fractale d’ordre 2.
La figure 4.36 exprime l’impact des masses sur le déplacement des parties surchargées de la
poutre, à savoir dans le cas pratique d’application visée, la cellule en nid d’abeille du cœur. Le
mode 26 des exemples précédents présente une localisation du déplacement transverse dans la
partie centrale de la poutre, comme illustré sur la figure 4.33. Cependant, même dans le cas
extrême présenté sur la figure 4.35, le déplacement dans les parties latérales (premier et dernier
tiers de la poutre) n’est pas complètement nul. La figure 4.37 présente la contribution du premier
tiers de la poutre par rapport au déplacement total normalisé en fonction du surchargement
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Figure 4.36. – Déplacements (exprimés en pour cent) maximal (-*-) et moyen (-o-) des six mas-
selottes d’un fractal d’ordre 2 pour le mode 26 en fonction du surchargement total
αtot.
Figure 4.37. – Contribution de déplacement transverse du premier tiers de la poutre (mode
26, fractal d’ordre 2) par rapport au déplacement total (en %) en fonction du
surchargement total αtot.
total αtot, et ce toujours dans le cas du mode 26 pour un fractal d’ordre 2. Il faut noter que les
comportements du premier et du dernier tiers de la poutre sont assez comparables. Si, dans le
cas non-surchargé (αtot égal à 1), la contribution du premier tiers de la poutre par rapport au
déplacement total est d’environ 33%, correspondant au comportement classique, le surchargement
produit rapidement une chute d’amplitude relative. En effet, la localisation devient significative
lorsque les distances entre les masselottes du fractal sont supérieures à la demi-longueur d’onde
structurelle de ce mode.
Les rapports entre les distances inter-masselottes sur les premiers et derniers tiers, et les lon-
gueurs d’ondes mises en jeux pour ce mode 26 expliquent la forte concentration des ondes dans
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la partie centrale de la poutre, et la propension à avoir une localisation du déplacement aussi
efficace, et ce même pour une masse ajoutée par le fractal relativement faible.
Enfin, il est à noter sur la figure 4.37 que toute l’énergie des déplacements n’est pas focalisée
dans le tiers central de la poutre. En effet, le comportement asymptotique autour des 15% pour
αtot supérieur à 4 traduit le résidu d’énergie dans les premier et dernier tiers de la poutre. Dans
cette partie, les valeurs de surchargement total sont assez vite importantes, mais il faut garder à
l’esprit que l’on est dans le cas d’une poutre, et donc que le surchargement se fait sur toute la
largeur. Dans le cadre d’une plaque par exemple, un autre motif fractal peut-être envisagé dans
la largeur du solide, et le surchargement total n’en sera donc que plus faible.
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Bilan
Ce chapitre présente une étude numérique et expérimentale de poutres fractales surchargées,
en se basant sur le modèle développé dans cette thèse présenté au chapitre 2, ainsi que
l’expérience mise en place et décrite au chapitre 3. Les points importants et conclusions
de ce chapitre sont les suivants :
• Les déformées modales des modes de bas ordres sont peu affectées par la présence des
distributions fractales, quel que soit le matériau de surcharge. Pour ces mêmes modes,
la diminution des valeurs des fréquences propres est pilotée par l’ajout de masse dû
aux distributions fractales. Ces deux effets sont identifiés par le modèle et confirmés
expérimentalement. Ils correspondent à un comportement physique attendu, car les
longueurs d’ondes structurelles de ces modes de bas ordres sont grandes devant les
distances inter-hétérogénéités ;
• Pour les modes d’ordres supérieurs, les longueurs d’ondes structurelles peuvent devenir
comparables voire inférieures aux distances inter-hétérogénéités, et la déformée modale
est donc modifiée. Dans le cas de distributions fractales en aluminium, les FRF montrent
que les phénomènes résonants sont toujours présents, mais leurs amplitudes diminuées.
Ces modes sont associés à une localisation de leur déplacement transverse, les simulations
étant confirmées par les résultats de mesures ;
• Ce phénomène est accentué dans le cas de distributions fractales en acier, aussi bien sur
les FRF que sur les localisations des modes. La masse ajoutée est donc un élément clé de
ce mécanisme physique, ce qui confirme une des hypothèses retenues pour notre modèle.
Cependant, son effet semble être sous-estimé numériquement, car les phénomènes de
localisation sont plus marqués expérimentalement dans certains cas ;
• Dans le cas de distributions fractales en élastomère, la masse ajoutée est relativement
faible en comparaison de l’acier, mais on vient introduire un fort amortissement à la
structure. Son effet est assez marqué expérimentalement : les FRF montrent des phé-
nomènes moins résonants, et l’énergie moyenne globale est également diminuée. Les
déformées modales des ordres de modes concernés sont également fortement localisées.
Une limitation forte du modèle est mise en évidence au travers des mesures associées ;
• Une étude numérique de l’évolution des fréquences propres permet de mettre en avant
l’impact du fractal, en identifiant les modes impactés par la présence de la distribution
de masselottes ;
• Des simulations à iso-ordre de fractale d’un même mode localisé permettent d’étudier
son comportement par rapport à la variation de matériau surchargeant via différentes
valeurs de αloc, et de αtot découlant de celles-ci. On retrouve une augmentation du
caractère localisé de ce mode qui suit l’évolution croissante de la masse ajoutée ;
• Pour aller plus loin dans l’étude précédente, le surchargement est porté numériquement
à des valeurs extrêmes pour ce même mode, afin d’étudier le comportement du modèle
à sa limite, en poussant l’ajout de masse à de très grandes valeurs. La limite de la
concentration du déplacement transverse de ce mode localisé est mise en avant, et peut
servir de socle dans des cas plus appliqués pour le dimensionnement des distributions
fractales à mettre en jeu.
Ce chapitre permet ainsi de mettre en avant certains des phénomènes physiques en présence
dans la mécanique de flexion de poutres surchargées par des distributions fractales de masses.
Il permet également de tester la validité et les limites du modèle à simuler le comportement
des structures surchargées.
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5. Simulations numériques du rayonnement
acoustique de poutre surchargée par une
distribution fractale
Ce chapitre a pour objectif de proposer une première évaluation de l’influence des distribu-
tions fractales de masses sur le comportement acoustique de structures surchargées. Le cadre
et les hypothèses de travail sont d’abord présentés, ainsi que la stratégie de modélisation du
couplage fluide-structure. L’une des raisons principales justifiant cette stratégie repose sur la
volonté d’avoir une continuité dans la modélisation mécanique et les simulations numériques
acoustiques de poutres surchargées. Le modèle implémenté numériquement est décrit. Il est
basé sur les facteurs de rayonnement acoustique, calculés à partir de l’évaluation de la matrice
de résistance de rayonnement d’un réseau d’éléments discrets, considérés comme des mono-
pôles élémentaires. Plusieurs comparaisons entre les simulations de facteurs de rayonnement
acoustique de poutres non-surchargées et de poutres fractales sont présentées. L’analyse de
ces résultats met plusieurs phénomènes en avant, qui sont présentés pour des configurations
vibratoires de surchargements mesurées et simulées au chapitre 4.
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5.1. Introduction et positionnement des hypothèses
L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’influence d’une distribution fractale de sur-masses sur
le comportement du rayonnement acoustique de poutres sandwich. Le chapitre précédent a mis
en avant les effets de distributions fractales de masses sur le comportement vibratoire de poutres
sandwich. Le rayonnement acoustique issu de ces structures est désormais évalué. En effet, si on
imagine des poutres utilisées de manière classique, elles sont baignées dans le fluide les entou-
rant, voire peuvent être amenées à séparer deux milieux distincts 1. La vibration du matériau
provoque un rayonnement acoustique dans les milieux environnants par le biais d’un couplage
fluide-structure.
Dans le cadre de ces travaux, on considère que la poutre sépare deux milieux d’air, pour se
rapprocher de configurations aéronautiques par exemple. On se place ainsi dans un cas de cou-
plage léger (aussi appelé couplage faible) entre la structure et l’air. Alors, seule la vibration se
propage et rayonne dans l’air, la masse et la raideur de ce dernier étant considérées comme ne
modifiant pas les vibrations structurelles de la poutre. Ainsi, le comportement modal (déformées
et fréquences propres) calculé in vacuo par le modèle et simulé par la suite est également considéré
dans ce chapitre.
Les distributions fractales des poutres surchargées de ce chapitre sont celles étudiées dans l’en-
semble de ces travaux, inspirées du motif de Cantor (voir chapitre 2.3.2). Les simulations et
expérimentations mécaniques du chapitre 4 montrent la capacité des réseaux de masselottes à
modifier le comportement modal de la structure en localisant une partie du déplacement trans-
verse de certains des modes de flexion. Pour les modes concernés, cela a pour effet de réduire
certaines zones du déplacement transverse de la poutre autour de sa position d’équilibre, et donc
le déplacement global associé. Dans ce chapitre, on fait le choix de ne simuler que le rayonne-
ment acoustique des configurations issues du modèle aux différences finies 2. En effet, les résultats
expérimentaux présentent une modification locale de la déformée modale due à la présence d’un
système excitant structurel (ici un pot vibrant 3). Aussi, une expérience basée sur une excitation
acoustique de la structure (chambre réverbérante, excitation pariétale via une couche limite tur-
bulente, etc.) ne présenterait probablement pas le même biais sur le comportement modal de la
structure mais offrirait un contrôle moins précis de la fréquence d’excitation.
Dans le cas de structures de type poutre comme présentées jusqu’ici dans ce manuscrit, le
rayonnement acoustique ne présente qu’un intérêt limité, notamment pour des applications in-
dustrielles. En effet, les puissances rayonnées sont généralement assez faibles en comparaison de
celles de structures comme des panneaux ou des coques. Cependant, il est intéressant de pouvoir
observer les différences entre poutres non-surchargées et poutres fractales, particulièrement dans
le cas des modes localisés, c’est-à-dire dont la déformée modale est modifiée par la présence de
la distribution de masselottes. Dans ce cas, on s’intéresse donc principalement aux phénomènes
rayonnés en champ lointain, les effets évanescents en champ proche étant d’autant plus minori-
taires dans le cas d’une poutre.
Enfin, dans les applications industrielles envisagées aujourd’hui pour des structures sandwich
surchargées par des distributions fractales, les structures forment le plus souvent une interface
entre deux milieux. On peut penser par exemple à un panneau d’habillage d’avion, ou à un pla-
fond de plancher mécanique d’hélicoptère. Aussi, dans ces applications, les panneaux peuvent être
1. Dans un contexte nautique, l’eau et l’air par exemple.
2. Le modèle du chapitre 2, dont les résultats simulés sont comparées aux mesures expérimentales dans les
chapitres 3 et 4.
3. D’autres systèmes structurels comme un marteau d’impact ou un actionneur électro-statique auraient posé
des problèmes comparables.
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considérés comme baﬄés.
Pour résumer les hypothèses, la poutre est considérée comme baﬄée entre deux milieux d’air,
et le couplage fluide-structure est supposé faible, l’effet de l’air n’étant pas pris en compte sur le
comportement vibratoire de la poutre.
5.2. Modèle de rayonnement acoustique
La méthode retenue dans cette thèse pour évaluer la puissance acoustique rayonnée par des
structures vibrantes est basée sur le modèle [Elliot et Johnson, 1993] utilisant la matrice de résis-
tance de rayonnement (Radiation Resistance Matrice, abrégée RRM). Cette méthode s’appuie sur
un réseau d’éléments rayonnants élémentaires dont les vitesses pariétales sont connues. Dans le
cadre de cette thèse, cette formulation est intéressante à plusieurs égards. En effet, la discrétisa-
tion de la structure en éléments discrets nécessaires pour la formulation mécanique retenue (basée
in fine sur une approximation aux différences finies) fournit directement un réseau d’éléments dis-
crets. De plus, les solutions vibratoires issues de la résolution du système discrétisé serviront de
base pour le calcul des vitesses acoustiques pariétales. Enfin, en l’absence de formulation pure-
ment analytique, cette solution apparaît la plus pertinente.
Ainsi, la puissance acoustique rayonnée dans un demi-espace en champ lointain de la structure
considérée baﬄée est évaluée à partir de la RRM. Pour cela, on discrétise la surface vibrante en
Nrad éléments rayonnants rectangulaires élémentaires (Elemental Rectangular Radiators, abrégé
ERR), considérés comme des pistons plan, et dont l’ensemble des vitesses vibratoires est décrit
par le vecteur ve, comme schématisé sur la figure 5.1.
Figure 5.1. – Illustration du principe de discrétisation d’une surface 2D en Elemental Rectangu-
lar Radiators.
Le modèle mécanique considéré comme poutre droite correspond à une structure purement
mono-dimensionnelle. Il faut comprendre ici une structure élancée, dans le sens où une dimension
est largement supérieure aux autres (la longueur dans le cas présent de la poutre). Dans le cas de
cette étude, et pour reprendre les hypothèses du modèle mécanique présenté dans le chapitre 2,
la poutre est principalement soumise à des efforts de flexion, dont résultent des déplacements
transverses. Aussi, la poutre est ici considérée comme une poutre réelle, au sens où elle possède
une certaine largeur, bien que faible devant sa longueur (au même titre que son épaisseur). Le
mouvement dans le sens de sa largeur est considéré comme le même sur toute la largeur de la
poutre. Les déplacements considérés sont, encore une fois, dans la direction orthogonale au plan
principal de la poutre.
Si le vecteur pe désigne l’ensemble des pressions pariétales agissant sur les éléments de la
surface vibrante, la puissance acoustique rayonnée en champ lointain de la surface baﬄée Pac(ω)
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peut alors être reformulée comme la relation (5.1) avec vHe le vecteur de l’ensemble des vitesses
complexes des éléments discrets
Pac(ω) =
S
2Nrad
<{vHe (ω)pe(ω)} , (5.1)
où l’exposantH désigne la transposée Hermitienne, et S la surface vibrante. Les éléments rayon-
nants élémentaires doivent être de taille inférieure aux longueurs d’onde structurelles et acous-
tiques (typiquement de l’ordre du quart de longueur d’onde) et la structure est considérée baﬄée,
selon les hypothèses décrites par Elliot et Johnson [1993] et Fahy et Gardonio [2007]. La limite
en fréquence acoustique pourrait être atteinte pour des modes d’ordre assez élevé, mais dans la
mesure où le facteur de rayonnement 4 tend vers 1, cela signifie que la fréquence critique modale
a été atteinte.
Par définition, la pression pariétale pe peut s’écrire comme fonction de la matrice d’impédance
complexe [Z(ω)] suivant la relation (5.2)
pe(ω) = [Z(ω)] ve(ω) . (5.2)
En champ lointain, le terme courant de la matrice [Z(ω)] est défini comme la relation (5.3)
Zij(ω) = jω
ρ0Se
2pirij
ejkrij (5.3)
où ρ0 est la masse volumique de l’air, Se la surface d’un ERR et rij la distance entre les éléments
i et j. En reprenant les équations (5.1) et (5.2), on arrive à une formulation de la puissance telle
que (5.4)
Pac(ω) = vHe (ω) [R(ω)] ve(ω) , (5.4)
avec [R(ω)] la matrice de résistance de rayonnent classique, définie comme la partie réelle de
la matrice d’impédance complexe [R] = <{ [Z] }, voir [Fahy et Gardonio, 2007]. Cette matrice
s’écrit comme l’égalité (5.5) suivante
[R(ω)] = ω
2S2eρ0
4pic0

1 sin(kr12)kr12 · · ·
sin(kr1Nx )
kr1Nx
sin(kr21)
kr21
1
...
... . . .
...
sin(krNx1)
krNx1
· · · · · · 1
 (5.5)
avec c0 la célérité de l’air. Le produit c0 et ρ0 est défini comme l’impédance caractéristique de l’air.
On peut noter que comme rij = rji, cette matrice est symétrique. On présente les résultats sous
forme de facteurs de rayonnement acoustique. En effet, c’est un concept plus fondamental dans
le sens où il s’affranchit de la taille absolue de l’élément rayonnant et également de l’impédance
caractéristique du milieu de propagation [Wallace, 1972a]. Le facteur de rayonnement acoustique
en champ lointain σ est défini par l’équation (5.6) comme le ratio entre les puissances acoustiques
rayonnées et vibratoires tel que
σ = Pac(ω)
Pvib(ω)
= Pac(ω)
ρ0c0S < v2n(ω) >
, (5.6)
où Pvib est la puissance de référence vibratoire générée par les surfaces vibrantes de vitesses
quadratiques moyennes à la paroi < v2n(ω) >.
4. On trouve également le terme de coefficient de rayonnement dans la littérature.
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5.3.1. Modes de bas ordres
Le chapitre 4 montre que les modes de bas ordres sont peu impactés par les distributions frac-
tales de masses, et ce quel que soit l’ordre du fractal parmi ceux étudiés dans ces travaux. En effet,
les distances inter-hétérogénéités sont faibles comparées aux longueurs d’ondes structurelles de ces
modes. Une conséquence est que les déformées modales simulées et mesurées expérimentalement
des poutres fractales sont similaires à celles de la poutre non-surchargée. La principale différence
est observée au niveau des fréquences propres de ces modes, qui est légèrement diminuée avec
l’ajout de masse.
La figure 5.2 présente les facteurs de rayonnement acoustique des six premiers modes, pour une
poutre non-surchargée et des poutres fractales d’ordre 1, 2, et 3 dans le cas de surchargements en
aluminium. Plusieurs conclusions peuvent être tirées de l’analyse de ces courbes :
— globalement, les facteurs modaux de rayonnement acoustiques des poutres fractales sont
similaires à ceux des poutres non-surchargées ;
— plus précisément, les modes 1 et 2 ont des facteurs quasiment identiques, quel que soit l’ordre
du fractal. Ce résultat est dans la continuité des déformées modales de ces modes. En effet,
en observant les figures 4.3a et 4.3c, les déformées sont très sensiblement les mêmes ;
— les autres modes sont également assez similaires. Les légères différences observées sont cohé-
rentes avec celles observées dans les déformées modales des figures 4.3g et 4.4c par exemple,
pour les différents ordres de fractales ;
— tous ces facteurs de rayonnement convergent asymptotiquement vers 1 en hautes fréquences.
On retrouve ici un résultat classique de la théorie de rayonnement acoustique modal dans
les hautes fréquences [Wallace, 1972a; Elliot et Johnson, 1993; Fahy et Gardonio, 2007] ;
— le passage vers ce comportement asymptotique est marqué par la rupture de pente dans
les courbes, caractéristique de la fréquence critique. On observe que les poutres fractales et
non-surchargées ont des comportement comparables.
Ainsi, les courbes de facteurs modaux de rayonnement acoustique des modes d’ordres bas des
poutres fractales ont un comportement assez proche de celui d’une poutre non-surchargée. Cette
tendance était prévisible, d’autant plus que les déformées modales structurelles sont les gran-
deurs d’entrées du modèle de rayonnement acoustique présenté ici. Ces résultats sont donc dans
la continuité de ceux obtenus au chapitre 4.
La figure 5.3 présente les facteurs de rayonnement acoustique des quatre premiers modes, pour
une poutre non-surchargée et des poutres fractales d’ordre 1, 2, et 3 dans le cas de surchargements
en acier. On retrouve globalement les mêmes phénomènes que ceux des facteurs de rayonnement
de la figure 5.2.
La figure 5.4 compare, pour le même ordre de fractal et le même mode, l’impact de la masse
ajoutée par le matériau composant les distributions de masselottes sur les facteurs de rayonne-
ment, pour des modes d’ordres légèrement supérieurs. Les déformées modales des modes 11 et 12
ne sont pas particulièrement affectées par les distributions fractales de masses, comme l’illustre
la figure 5.5.
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(a) Mode 1 (b) Mode 2
(c) Mode 3 (d) Mode 4
(e) Mode 5 (f) Mode 6
Figure 5.2. – Facteurs modaux de rayonnement acoustique pour une poutre non-surchargée (−),
et des poutres fractales : (◦) d’ordre 1, (+) d’ordre 2, et (∗) d’ordre 3 (surcharge-
ment aluminium).
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(a) Mode 1 (b) Mode 2
(c) Mode 3 (d) Mode 4
Figure 5.3. – Facteurs modaux de rayonnement acoustique pour une poutre non-surchargée (−),
et des poutres fractales : (◦) d’ordre 1, (+) d’ordre 2, et (∗) d’ordre 3 (surcharge-
ment acier).
(a) Mode 11 - Fractal d’ordre 2 (b) Mode 12 - Fractal d’ordre 3
Figure 5.4. – Facteurs modaux de rayonnement acoustique pour une poutre non-surchargée (−),
et des poutres fractales d’ordre 2 et 3, surchargées par des masselottes en alumi-
nium (+), et en acier (◦).
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(a) Mode 11 - Fractal d’ordre 2 (b) Mode 12 - Fractal d’ordre 3
Figure 5.5. – Déformées modales normalisée pour une poutre non-surchargée (−), et des poutres
fractales d’ordre 2 et 3, surchargées par des masselottes en aluminium (- -), et en
acier (−).
5.3.2. Modes d’ordres supérieurs
A la différence des modes d’ordres bas présentés précédemment, les modes d’ordres supérieurs
sont impactés par les distributions fractales de masses. Ces modes, appelés dans le chapitre 4
« étendus », ont des longueurs d’ondes structurelles inférieures aux distances inter-hétérogénéités.
Une modification de leur déformée modale est observée, aussi bien sur les résultats issus des si-
mulations que ceux extraits de la campagne d’essais expérimentale. Parmi ces modes, certains
appelés modes localisés, exhibent une forte localisation de leur déplacement transverse. Aussi,
l’interaction de ventres de vibrations en opposition de phase réduit le rayonnement acoustique
d’une paroi en champ lointain. Ceci favorise un rayonnement privilégié des bords ou des coins,
qui est a rapproché du concept de « modes de bord ou de coin »[Maidanik, 1962, 1974]. On peut
penser que le fait de réduire la vibration sur les tiers extérieurs réduira cette interaction positive
entre le tiers central et les tiers extérieurs, et ainsi conduire à un rayonnement supérieur.
La figure 5.6 présente les facteurs de rayonnement acoustique du mode 26, pour une poutre non-
surchargée et des poutres fractales d’ordre 2 et 3, dans le cas de surchargements en aluminium.
On peut observer plusieurs phénomènes :
— les facteurs de rayonnement modaux sont nettement plus modifiés que ceux des modes de
bas ordres illustrés précédemment. On retrouve un impact de la distribution fractale sur les
déformées modales, comme illustré sur les figures 5.7 ;
— en basses fréquences, le rayonnement acoustique est nettement plus faible en présence des
distributions fractales ;
— le comportement « ondulant » du facteur de rayonnement du mode 26 de la poutre non-
surchargée apparait sur les facteurs des poutres fractales mais nettement moins marqué.
Le caractère ondulant de la poutre non-surchargée est connu dans la littérature [Wallace,
1972a,b]. En effet, cette waviness 5 est d’autant plus importante que l’ordre du mode consi-
déré est élevé. L’une des hypothèses de son existence est liée au développement de lobes de
rayonnement. Le mécanisme physique d’interférence entre les nombreux pôles rayonnants
en serait à l’origine, ces derniers augmentant avec l’ordre des modes ;
— de manière analogue aux modes de bas ordres, une asymptote tend vers 1 dans les hautes
fréquences, marquée par une rupture de pente proche de la coïncidence, similaire pour les
poutres fractales et non-surchargées.
5. Terme employé par Wallace dans son article, traduit ici par « comportement ondulant ».
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La figure 5.7 montre que la déformée modale du tiers central de la poutre n’est pas impactée par
le surchargement dans le cas du mode 26, c’est-à-dire que l’amplitude des ventres est constante
dans cette zone. Cette partie, qui est non-surchargée et exempt de toute masselotte, ressemble
à un mode 8 d’une poutre standard de longueur Lx/3 qui serait positionnée sur ce tiers central.
Pour mettre en évidence ce phénomène, la figure 5.8 reprend les déformées modales du mode
26 d’une poutre de longueur Lx (cas non-surchargé et fractales d’ordre 2 et 3) et y superpose la
déformée du mode 8 d’une poutre non-surchargée de longueur Lx/3. Aucune autre caractéristique
géométrique ou physique n’a été modifiée (dimensions, matériaux constitutifs, etc.). La simulation
de la poutre de ce mode 8 est réalisée en considérant cette poutre simplement supportée sur ses
extrémités, là où toutes les autres poutres présentées dans ce chapitre sont encastrées. Ce choix
est justifié par le fait que, étant assez loin des extrémités, le comportement vibratoire de la poutre
standard non-surchargée peut être assimilé à une déformée de poutre simplement supportée.
(a) Mode 26 - Fractal d’ordre 2 (b) Mode 26 - Fractal d’ordre 3
Figure 5.6. – Facteurs de rayonnement acoustique du mode 26 pour une poutre non-surchargée
(−), et des poutres fractales d’ordre 2 et 3 (− −), surchargées par des masselottes
en aluminium.
(a) Fractal d’ordre 2 (b) Fractal d’ordre 3
Figure 5.7. – Déformées modales normalisées du mode 26 pour une poutre non-surchargée (−),
des poutres fractales d’ordre 2 et d’ordre 3 (− −), surchargées par des masselottes
en aluminium.
Le résultat présenté sur la figure 5.9 est superposé aux facteurs de rayonnement du mode 26
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de la figure 5.6. Plusieurs observations sont dressées à partir de ces figures :
— bien qu’ayant le même comportement asymptotique en hautes fréquences, la fréquence cri-
tique de ce mode 8 est inférieure à celles des modes 26, avec et sans fractale. Ce résultat
est attendu car les ordres des modes comparés sont différents. Les courbes se rejoignent
finalement à plus hautes fréquences ;
— le comportement « ondulant » du facteur de rayonnement du mode 26 de la poutre non-
surchargée apparaît sur les facteurs des poutres fractales mais nettement moins marqué. Au
contraire du mode 26 de la poutre non-surchargée, ces facteurs de rayonnement des modes
26 des poutres fractales se rapprochent davantage en relatif au comportement faiblement
ondulant du facteur du mode 8 de la poutre Lx/3. Ainsi, on peut observer que les déformées
modales du mode 26 de poutres fractales 6 sont majoritairement pilotées par les lobes de
vibrations dont les amplitudes sont les plus grandes, à savoir ceux de la partie centrale. Ce
comportement se retrouve ainsi dans les facteurs de rayonnement, où on rappelle que les
déformées modales structurelles servent d’entrées au modèle pour le calcul.
Figure 5.8. – Déformées modales normalisées : du mode 26 pour une poutre non-surchargée
(−), des poutres fractales d’ordre 2 (−) et 3 (−.) ; et du mode 8 d’une poutre
non-surchargée (− −) de longueur Lx/3.
6. Bien que ces modes soient constitués de nombreux ventres.
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(a) Mode 26 - Fractal d’ordre 2 (b) Mode 26 - Fractal d’ordre 3
Figure 5.9. – Facteurs de rayonnement acoustique : du mode 26 pour une poutre non-surchargée
(−), et des poutres fractales d’ordre 2 et 3 (− −) surchargées par des masselottes
en aluminium ; du mode 8 d’une poutre non-surchargée (− −) de longueur Lx/3 .
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Bilan
Ce chapitre présente une étude numérique de l’évaluation des facteurs de rayonnement
acoustique des poutres non-surchargées et fractales, afin d’observer l’influence des surcharge-
ments. Le modèle de simulation retenu pour cette étude se base sur une discrétisation de la
surface vibrante en surfaces élémentaires, considérées comme des monopôles rayonnants. Les
solutions du problème mécanique de flexion résolu via le modèle présenté dans le chapitre 2
servent directement d’entrées pour le calcul du couplage vibro-acoustique, ce qui est l’un des
atouts majeurs de ce modèle. Les conclusions et points importants sont les suivants :
• Le rayonnement des modes de poutres est réalisé afin d’évaluer l’impact des distributions
fractales de masselottes, et comment il agit au travers du couplage fluide-structure. Le
but in fine est de travailler avec des panneaux et plaques surchargés, et réduire aussi
bien le comportement modal vibratoire que le rayonnement acoustique qui en résulte.
Ce dernier sera d’autant plus important dans des cas d’applications industrielles, et
dans cette optique, la méthodologie développée dans ces travaux propose une première
évaluation du rayonnement acoustique de structures fractales ;
• La modélisation des facteurs de rayonnement acoustique est basée sur l’évaluation de la
matrice de résistance de rayonnement d’un réseau d’éléments discrets ;
• Les modes de bas ordres des poutres surchargées présentent un comportement de rayon-
nement acoustique très similaire à celui de la poutre non-surchargée, et l’ordre du fractal,
bien que non négligeable, n’a qu’un faible impact sur la modification du facteur modal
de rayonnement. On retrouve ici une tendance similaire à celui des déformées modales ;
• Au contraire, les modes d’ordres supérieurs, dont les longueurs d’ondes vibratoires sont
inférieures aux distances inter-hétérogénéités, sont plus fortement impactés. En basses
fréquences, les modes d’ordres supérieurs admettent un rayonnement plus faible en pré-
sence du fractal. L’étude du rayonnement acoustique d’un mode localisé permet de
mettre en avant les contributions qui pilotent principalement le comportement aussi
bien vibratoire qu’acoustique. En effet, le tiers central du mode 26 de poutres fractales
exhibe des lobes vibratoires d’amplitude supérieure au reste de la poutre. Cette contri-
bution majoritaire se retrouve largement dans le facteur de rayonnement acoustique,
marquant une différence notable avec le comportement du même mode d’une poutre
non-surchargée. Enfin, le rayonnement acoustique du mode 26 de poutre surchargée est
nettement plus faible que si seul le tiers central de la poutre rayonnait.
Les résultats présentés ici ne concernent que l’impact des distributions fractales sur le
facteur de rayonnement de chacun des modes, découplés et indépendants. L’étape suivante
consisterait à calculer les facteurs de rayonnement des modes couplés, afin d’évaluer le facteur
de rayonnement moyen de la poutre complète sur toute une gamme de fréquences, pour une
excitation donnée [Xie et al., 2005]. Pour ce faire, les données expérimentales devraient être
utilisées, afin de recaler les fréquences et amortissement de chacun des modes, ainsi que pour
bâtir une rigidité de flexion équivalente dépendante de la fréquence.
Ce chapitre permet de valider le comportement physique du couplage fluide-structure de
poutres fractales au travers des facteurs modaux de rayonnement acoustique. Il fournit égale-
ment une stratégie de modélisation qui s’inscrit dans la continuité de la résolution mécanique
du comportement vibratoire de structures surchargées.
Enfin, ce chapitre montre l’une des finalités de l’utilisation d’un réseau fractal au sein d’une
structure sandwich, à savoir que la réduction du rayonnement acoustique d’un mode structurel
peut être achevée. Bien qu’il reste de nombreux aspects à étudier sur l’influence d’un tel réseau
sur le comportement vibro-acoustique de ces structures, il semble donc possible d’avoir une
poutre rayonnant moins avec une masse ajoutée raisonnable.
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5.3. Simulation du rayonnement acoustique de poutres fractales
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6. Développement et simulations numériques
d’un modèle mécanique de panneau
sandwich surchargé par une distribution
fractale d’hétérogénéités
L’objectif de ce chapitre est d’obtenir un modèle qui permet de décrire le comportement
mécanique d’un panneau sandwich surchargé par une distribution fractale de masses. Il est
présenté sous forme d’une extension d’un article publié [Derré et Simon, 2017]. À la suite
d’une brève introduction, la première partie de ce chapitre reprend des éléments de contexte
et de bibliographie. La partie modèle est construite selon une structure analogue à celle du
chapitre 2. Dans ce cas, elle propose l’élaboration du modèle mécanique de structure, mais
dans le cas d’une structure bi-dimensionnelle comme un panneau plan. Le matériau composite
est homogénéisé selon la même technique mais suivant les deux directions principales. Ensuite,
la discrétisation est présentée, ainsi que le schéma aux différences finies utilisé. L’intégration
des conditions aux limites dans le cas simplement supporté est détaillée, notamment avec la
formulation matricielle complète du système. La même méthodologie est appliquée pour le cas
encastré. La validation numérique est réalisée dans le cas appuyé non-surchargé par comparai-
son avec les résultats théoriques de la littérature. Le schéma de surchargement fractal retenu
est directement inspiré de celui de Cantor, comme dans le cas de la poutre, et est intégré avec
la même approche. Ensuite, les premières simulations montrent un phénomène de réduction
du déplacement transverse pour des modes dont la demi longueur d’onde est comparable à
la distance entre les hétérogénéités. Ainsi, des lignes de réduction de l’amplitude sont ob-
servées, principalement le long des lignes de surchargements, la partie centrale n’étant que
marginalement impactée. Avec l’augmentation de l’ordre du fractal, la localisation est encore
plus marquée. La simulation d’un mode dont les nœuds sont très proches des hétérogénéités
ne montre quasiment pas de modification de sa déformée modale.
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6.1. Introduction et article étendu : Vibrational behavior of sandwich
structures overloaded by fractal distribution of masses
Ce chapitre est une extension de l’acte de congrès reviewé et publié dans le Proceedings of
Meetings on Acoustics de l’Acoustical Society of America, co-écrit avec Frank Simon, référencé
POMA Volume 30, issue 1, pages 065012, 2017, [Derré et Simon, 2017]. Cet acte fait directement
suite au congrès Acoustics’17 qui s’est tenu du 25 au 29 Juin 2017 à Boston, en tant que 173rd
Meeting of the Acoustical Society of America and the 8th Forum Acusticum.
L’acte de congrès initial fait douze pages et est un condensé de ce chapitre. Il est présenté dans
sa version - réduite - publiée dans l’annexe A, avec son titre et son résumé.
Le format type publication a été conservé pour ce chapitre. Certaines notations sont différentes
entre ce chapitre et le présent manuscrit. Les correspondances entre les différentes notations sont
explicitées dans le tableau 6.1 ci-dessous.
Description Not. article Not. manuscrit Raison
Module d’Young des peaux Es Ep Traduction de peaux en skin
Hauteur des peaux hs hp Traduction de peaux en skin
Séparateur décimal . , Publication dans un journal américain
Table 6.1. – Correspondance entre les notations utilisées dans l’article et celles du manuscrit.
Les numérotations des équations et des références sont propres à ce chapitre, et à la publication
de laquelle il découle. Les références n’apparaissent donc pas non plus dans la bibliographie du
manuscrit mais seulement à la fin de ce chapitre. De même, les figures de ce chapitre n’apparaissent
pas dans la table des figures.
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1. INTRODUCTION
For more than fifty years, lightweight composite materials have been widely used within the transport
industry, driven by the benefits of mass reduction. To be more specific, in the aerospace industry, sandwich
honeycomb core panels have been used for decades within secondary aircraft parts (e.g., trim panels) and
more recently as primary parts (Airbus A350-XWB or NHIndustries NH90 for instance, fuselage and struc-
tural elements), maximizing the stiffness-to-weight ratio. The weight reduction is however responsible for
a decrease in the panel sound transmission loss and a rise in the acoustic radiation (e.g., mass law before
the coincidence frequency),1 which has to be compensated particularly for acoustical safety and comfort.
Hence, strategies focusing on active and passive reduction of structural vibrations have been designed to
minimize the radiated noise within the aircraft cabin or cockpit. The type of sandwich considered in this
paper is inspired from a trim panel, and consists of a relatively thick and lightweight honeycomb core boun-
ded on the sides by two thin - but sufficiently stiff - sheets (homogeneous layer or laminates). For instance,
the use of piezoelectric patches or constrained viscoelastic layers increase the structure’s stiffness and add
damping. These methods are efficient but imply non-negligible additional mass. They increase the damping
at a reduced mass cost. In helicopter trim panels, the core cells are filled out with small elements, such as soft
hollow spheres made of elastomer. They are embedded in a way that prevents a granular effect. The same
type of solution are found within composites for space applications, where small metallic or glass spheres
are enclosed around vibrating structures to increase damping by frictional losses and collisions effect in this
case.2 The starting point of this study is to select the core cells that will be filled out instead of filling all the
cells. The idea is to create a network of heterogeneities within the panel that will modify the structural wave
propagation.
On one side, many studies on structural irregularities (manufacturing defaults or modifications made on
purpose) have shown specific and interesting features. Most of the time, these irregularities are arranged
following periodic patterns, as for instance in an aircraft with the ribs and stringers of fuselage frames.3 Ini-
tially, a frequency shift of the density of states (abbreviated DOS) has been observed in proteins4 between
classical - unlocalized - modes called phonons and localized fractons modes, caused by energy localization
phenomena. One-dimensional coupled mechanical oscillator studies5 have highlighted such confinement,
both experimentally and numerically. Modification of mode shapes on continuous beams has furthermore
been observed experimentally.6 Two-dimensional overloaded structures have also been studied. For instance,
Mukhopadhyay7 performed a vibration analysis of stiffened plates - considered isotropic - with a finite dif-
ference method. He took into account the added mass and stiffness of the stiffeners and used orthogonality
relations to simplify the equation before solving it. He compared the first six modes natural frequencies with
other studies of the same test-cases. Rao et al.8 studied large amplitude flexural vibration of stiffened plates.
They used a finite element method to solved a non-linear equation and compared the first six modes natural
frequencies with other studies of the same test-cases. Low et al.9 studied the natural frequencies of rectan-
gular plates carrying concentrated masses on their central lines. Their purpose was to compare the precision
of different energy methods for the simulations of the first three modes. The three previous papers do not
investigate the influence of overloading on the mode shape or on higher order modes. Recently, studies have
been conducted on fractal structures, more specifically on fractally overloaded string10 and membrane.11
Experimental and numerical mode shapes exhibited spatial localization of the transverse displacement for
fractons, which has been validated by DOS analysis.
On the other side, acoustical aspects of architectured materials † have also been investigated. The present
study follows on from a patent by ONERA and ATECA of 2015.13 Indeed, they performed acoustic trans-
mission experiments on sandwich panels whose cores were heterogeneously overloaded. Some honeycomb
†. This terminology is used by many, as for instance Hasby.12 It is also referred as hierarchical materials.
113
core cells were filled out by hollowed spheres (made of rigid polymer or damped elastomer), and the dis-
tribution patterns followed Vicsek and Sierpinski fractals. The experimental data suggested that the fractal
distributions not only added lumped mass but also acted as a network of heterogeneities modifying the
wave propagation among the structure and thus the acoustic radiated noise. However, no measurement of
mechanical behavior of the overloaded structures or modeling have been performed.
Furthermore, phononic (or sonic) crystals exhibit frequency band gaps or wave-guiding due to destruc-
tive interferences generated by multiple scattering and wave reflections. Phononic crystal is a larger family
that encompasses vibration in crystal lattices and phonon physics.14 These structures are built by embedding
a periodic array of scatterers in a host medium, either solid or fluid. Studies15 comparing classically ordered
networks with quasi-ordered fractal networks demonstrated that by removing some scatterers, the attenua-
tion band gaps can be broadened and dropped to lower frequencies. Nouh et al. proposed meta-structures,
as beams16 and plates.17 They were made of of aluminum which were drilled to create multiple holes, that
were filled with a viscoelastic membrane, surmounted by small masses. These local resonators acted as lo-
cal absorbers that dropped the band gaps towards lower frequencies, which cannot be reached only with the
periodicity of the structure. The propagation surfaces were simulated by studying an elementary cell and
considering the plate as infinite in their model, ignoring the boundary conditions. Band gaps occurred and
they achieved reduction in the structural vibrations in these bands. However, their structures suffered from a
loss in the mechanical strength, due to the manufacturing process.
To summarize, the spatial localization of vibration mode shapes due to the periodic or pseudo-periodic
overloading of a structure has been modeled and experimentally studied, as well as the resulting acoustic
radiation but for different purposes and in separate studies. However, to the best of the authors’ knowledge,
they do not account for the vibroacoustical coupling, neither on composite sandwich structures, nor with
the heterogeneities directly inserted within the honeycomb core and following a fractal distribution. Such
study have been performed by Derre´ and Simon18 in a one-dimensional structure : a beam. The results
are encouraging, both from a structural and an acoustical point of view. To be applied to an industrial
construction, the model has to be extended to two-dimensional case : a sandwich plate.
This is the purpose of the present article, organized as follows. Section 2 describes the mechanical model of
a homogenized sandwich panel. A discrete eigenvalue problem is established and solved through a matrix
formulation. Then, section 3 validates the structural model by a comparison with theoretical analytic results.
Section 4 introduces the fractal overloading and discusses the numerical simulations of the aforementioned
model, overloaded by the mass fractal distribution. Finally, some concluding remarks are drawn and an
outlook of the acoustical possibilities is presented.
2. HOMOGENIZED PLATE MODEL
The first section presents the mechanical model of a non-overloaded sandwich panel, governed by ben-
ding dynamics. First, the homogenization of the material is described. Then, a simply-supported case is
fully derived, with the time-harmonic motion equation and the finite differences approximation. Finally, the
clamped-clamped case is established with the same reasoning and quickly presented.
A. COMPOSITE HOMOGENIZATION
A typical sandwich trim panel consists of a lightweight core material trapped between two laminates,
with several plies of glass-fiber. Herein, the core is made of Nomex R©, an aramid fibre paper impregnated
with a heat resistant phenolic resin and arranged in honeycomb hexagonal cells. The purpose of such a core
is to maintain distance between the laminates and, to some extent resist to shear deformation.19 In the mode-
ling of acoustic radiation created by mechanical vibration (fluid-structure interaction), bending waves have
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a predominant role in the sound frequency domain.1
Considering Nilsson’s simplifying assumptions20 (homogeneity and isotropy of all layers and thin skins),
a equivalent bending rigidity of the whole structure can be derived using Huygens theorem (transport of the
second moment of area from the neutral line of a skin to neutral line of the sandwich structure). For this kind
of honeycomb core, there are two privileged bending directions L andW , because of the material orthotropy
linked to its geometry and construction process. Most of the time, these directions influence the sandwich
layout within the system in order to maximize their effects. In order to simplify the notations, the L and W
directions are taken arbitrarily following the x and y directions. The resulting equivalent bending rigidities
in the x−direction DLsand and in the y−direction DWsand (also written Dx and Dy) are given by Eq. (1)
DLsand = E
L
c Ic + EsIs = E
L
c
h3c
12
+ 2Es
(
h3s
12
+ hs
(
hc + hs
2
)2)
,
DWsand = E
W
c Ic + EsIs = E
W
c
h3c
12
+ 2Es
(
h3s
12
+ hs
(
hc + hs
2
)2)
,
(1)
whereEi, Ii, and hi respectively denote Young’s moduli, second moments of area (of the cross section), and
the thickness of elements. The indexing (c) and (s) are for the core and skin values. The skins are assumed
to be made of an isotropic material. Kim and Hwang21 examined the validity conditions of the approxima-
tion used in such a model. The bending rigidity of the skins projected to the neutral line of the sandwich is
predominant. The thickness (hc + hs) confers to the ensemble a large equivalent bending stiffness, called
sandwich effect. In the rest of the paper, the structure is considered as an orthotropic equivalent material
with the bending rigidities approximated by Eq. (1).
Due to its complex constitution, the mechanical behavior of a sandwich plate involves different parts
of the structure depending on frequency. However, the global behavior at high frequencies is governed
by the bending dynamics of the laminates,19 which gives consistency to the present approach. Indeed, the
localization phenomena are expected for high mode orders, linked to mode wavelength compared to the
distance between heterogeneities.
B. SIMPLE BENDING PLATE EQUATION
Under the classical linear hypotheses and approximations,1 a fourth-order theory is used. Considering a
straight thin Kirchhoff-Love plate, the time-dependency is taken as harmonic, with the corresponding angu-
lar frequency ω. The out-of-plane transverse displacement uz(x, y) of the time-dependent plate transverse
displacement u(x, y, t) = uz(x, y)× exp (jωt) governs the equation of motion (2)(
D∇4 − ω2ρh
)
uz(x, y) = 0 , (2)
with D, ρ, and h respectively denoting the generic term for bending rigidity, the density of the material, and
the total plate thickness. The bi-laplacian operator of a function φ of two variables (x, y) can be written in
Cartesian coordinates such as Eq. (3)
∇4φ(x, y) = ∆2φ(x, y) = ∂
4φ
∂x4
(x, y) +
∂4φ
∂y4
(x, y) + 2
∂4φ
∂x2∂y2
(x, y) , (3)
and so Eq. (2) can be recast as Eq. (4)(
Dx
∂4
∂x4
+Dy
∂4
∂y4
+ 2Dxy
∂4
∂2x∂y
2
− ω2ρh
)
uz(x, y) = 0 , (4)
with Dx and Dy the rigidities of Eq. (1) and Dxy the torsional rigidity.
115
C. FINITE DIFFERENCES APPROXIMATION
In order to use finite differences (abbreviated FD) for the approximation of the spatial derivative opera-
tors, the structure has to be discretized. The FD method is mainly motivated by its convenience of imple-
mentation and a low computing-time cost. It is also justified by the flexibility of the structure meshing for
the integration of heterogeneities at different fractal orders. Finally, it allows an easier understanding of the
results from a physical point of view.
If the structure is regularly meshed as in Fig. 1, with (hx, hy) the stencils in the x and y directions, the
lengths can be discretized as Eq. (5). {
Lx = hx × (Nx + 1) ,
Ly = hy × (Ny + 1) .
(5)
The exterior points are considered fixed (sketched as × in Fig. 1), meaning the edge and corner points
(symbolized by × in Fig. 1 and 2). Indeed, the boundary conditions considered in the present study are
simply-supported or clamped-clamped on all the structure edges, abbreviated respectively SSSS and CCCC.
The section 2.5 presents a more details approach of the boundary condition integration.
With the Eq. (5), there are Nmovpts = Nx × Ny points inside the mesh. The total number of points is
Npts = (Nx + 2)× (Ny + 2). The transverse displacement at position (i) is written as u(i) = u(i).
Fig. 1: Grid mesh with axis reference and thirteen points stencil (−−) for the finite differences approxi-
mation.
So, uz(x, y) becomes a discrete variable u(i) and the derivative operators can be approximated with FD.
A second-order centered scheme is used for the fourth-order derivative, as for instance used by Subrahma-
nyan and Leissa.22 The x-direction is taken as reference to express the stencil support around a point x(i),
which gives a classical thirteen points scheme, as sketched in Fig. 1 by the blue dotted line (−−).
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Therefore, the spatial derivatives of Eq. (4) can be approximated as Eq. (6), (7) and (8).
∂4u
∂x4
∣∣∣∣
i
=
1
h4x
(
u(i-2) − 4u(i-1) + 6u(i) − 4u(i+1) + u(i+2)
)
, (6)
and
∂4u
∂y4
∣∣∣∣
i
=
1
h4y
(
u(i-2Nx) − 4u(i-Nx) + 6u(i) − 4u(i+Nx) + u(i+2Nx)
)
, (7)
and finally for the cross derivative
∂4u
∂x2∂y2
∣∣∣∣
i
=
1
h2xh
2
y
(
u(i-Nx-1) − 2u(i-Nx) + u(i-Nx+1)
− 2u(i-1) + 4u(i) − 2u(i+1)
+ u(i+Nx-1) − 2u(i+Nx) + u(i+Nx+1)
)
.
(8)
Eq. (4) can be recast into a discrete finite differences equation as Eq. (9)
u(i)
(
6
Dx
h4x
+ 6
Dy
h4y
+ 8
Dxy
h2xh
2
y
− ω2nρh
)
+
(
u(i-2)
Dx
h4x
+ u(i+2)
Dx
h4x
+ u(i-2Nx)
Dy
h4y
+ u(i+2Nx)
Dy
h4y
)
− 4
(
u(i-1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i+1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i-Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i+Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
))
+ 2
Dxy
h2xh
2
y
(
u(i-Nx-1) + u(i-Nx+1) + u(i+Nx-1) + u(i+Nx+1)
)
= 0 ,
(9)
with ωn the discrete pulsation. Indeed, due to the variable discretization, the number of degrees of freedom
is equal to the size of the discrete displacement vector u(i), meaning Nmovpts .
In the case of an isotropic homogeneous material, discretized with a stencil having the same dimension
of the unit cell in x- and y- directions, Eq. (9) can be written as
u(i)
(
20
Diso
h4sqr
− ω2ρh
)
+
Diso
h4sqr
(
u(i-2) + u(i+2) + u(i-2Nx) + u(i+2Nx)
)
− 8Diso
h4sqr
(
u(i-1) + u(i+1)
+ u(i-Nx) + u(i+Nx)
)
+ 2
Diso
h4sqr
(
u(i-Nx-1) + u(i-Nx+1) + u(i+Nx-1) + u(i+Nx+1)
)
= 0 ,
(10)
with Diso the bending rigidity of the isotropic material and hx = hy = hsqr the stencil size.
D. MATRIX FORMULATION
The system created by the equations (9) for the Nmovpts discrete points u(i) is an eigenvalue problem, with
Nmovpts unknowns. On the stencil sketch of Fig. 1, the choice of x as the main index leads to a formulation
that can be easily recast into matrices. Each line of the mesh corresponds to set of (Nx) points represented
in a (Nx)-by-(Nx) matrix. The global matrix is therefore a (Nx × Ny)-by-(Nx × Ny) matrix. The time-
dependency term
(−ω2n ρhu(i)) is treated separately at the end of this part. For a point u(i) taken far enough
from the boundaries, which are treated in the next section, five clusters of points are identified
— five points around the the central point u(i) : u(i-2), u(i-1), u(i), u(i+1) and u(i+2) ;
— three points centered at a distance (−Nx) of u(i) : u(i-Nx-1), u(i-Nx) and u(i-Nx+1) ;
— three points centered at a distance (+Nx) of u(i) : u(i+Nx-1), u(i+Nx) and u(i+Nx+1) ;
— one point centered at a distance (−2Nx) of u(i) : u(i-2Nx) ;
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— one point centered at a distance (+2Nx) of u(i) : u(i+2Nx).
The first group of points can be integrated within a (Nx)-by-(Nx) pentadiagonal matrix [Mc] with the main
expression being
[Mc] =

0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . . 0
· · · 0 Dx
h4x
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
) (
6
Dx
h4x
+6
Dy
h4y
+8
Dxy
h2xh2y
)
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
Dx
h4x
0 · · ·
0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . . 0

(11)
The second and third groups are identical because of their symmetry around the central term u(i). Their main
expressions can be integrated into a (Nx)-by-(Nx) tridiagonal matrix [Mm] as in Eq. (12). The fourth and
fifth groups are identical for the same reason and are composed of a single term on their diagonals
(
Dy/h
4
y
)
,
which leads to (Nx)-by-(Nx) diagonal matrix [Mext], also presented in Eq. (12).
[Mm] =

0
. . .
. . .
. . . 0
· · · 0 2 Dxy
h2xh2y
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
2
Dxy
h2xh2y
0 · · ·
0
. . .
. . .
. . . 0

; [Mext] =

0
. . . 0
· · · 0 Dy
h4y
0 · · ·
0
. . . 0

(12)
The global assembly matrix [Mass] of the system can therefore be expressed as Eq. (13).
[Mass] =

[0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
· · · [0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
· · · [0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·

(13)
The boundary conditions need to be integrated and are modifying the firsts and lasts rows of these matrices.
E. BOUNDARY CONDITION INTEGRATION
In this study, the panel is first considered as SSSS on all of its edges. Therefore, the transverse displace-
ments and the bending momentum are equally null on the extremities.1 For instance, along the sides where
x = {0;Lx}, one can write ∀y ∈ [0;Ly]  u = 0 ,Mxx = D∂2u
∂x2
= 0 .
(14)
The same condition can be written along the y = {0;Ly} edges, with the momentum expressed as
Myy = D
∂2u
∂y2
.
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In order to properly integrate these conditions, several cases are distinguished, depending on their rela-
tive position to the edges and corners. The points concerned are presented into parenthesis over the discrete
point of Fig. 1 and isolated and highlighted in Fig. 2.
a : row centered on the second column, without interaction with the top and bottom edges ;
b : row centered on the first column, without interaction with the top and bottom edges ;
c : row with the point centered on the second row, without interaction with the left and right edges ;
d : row with the point centered on the first row, without interaction with the left and right edges ;
x : all the edge and corner points, considered fixed for the boundary conditions studied ;
. : all the others points that are not affected by the boundary conditions linked to the stencil size.
Fig. 2: Mesh with only the special points identified as  a, b, c, d, e, f, g and h .
The points e, f , g, and h can be obtained by applying the same reasoning than for points a, b, c, and d, but
combined. The same method is also applied for the three other sides and three others corners.
When the global equilibrium Eq. (9) is evaluated along the (x = 0) edge for instance, it is equal to zero
with u(i) null too from Eq. (14). If the equation is evaluated on a position marked as a, the point u(i-2) is an
edge point, so it is equal to zero. That leads to the removing of the left term
(
Dx/h
4
x
)
in the second row of
the [Mc] matrix of Eq. (11).
If the equation is evaluated on a position marked as b, the point u(i-2) is off-domain, and the points u(i-1),
u(i-Nx-1) and u(i+Nx-1) are equal to zero because they are on the edge. In order to get integrated within the
equation, the boundary conditions are used to explicit relationships between these points. The derivative
operator of Eq. (14) is approximated with a second-order centered FD scheme around a given position x(j),
such as Eq. (15)
Mxx = D
∂2u
∂x2
=
D
h2x
(
u(j-1) − 2u(j) + u(j+1)
)
. (15)
If Eq. (15) is evaluated on an edge, it is equals to zero and the central term u(j) is null too, from Eq. (14).
So, the first term u(j-1) is out of the plate physical domain, but through the equation it is therefore equal to
the opposite of the last term
(
u(j-1) = − u(j+1)
)
. Thus, the previous relationship leads to
(
u(i-2) = −u(i)
)
,
which substituted into the first row of the matrix (16) gives
[Mc] =

(
5
Dx
h4x
+6
Dy
h4y
+8
Dxy
h2xh2y
)
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
Dx
h4x
0 · · ·
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
) (
6
Dx
h4x
+6
Dy
h4y
+8
Dxy
h2xh2y
)
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
Dx
h4x
0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .

(16)
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Due to the symmetry of the geometry, the same expressions as the first and second rows are found for the
last and second to last rows respectively. The green six 6 corresponds to the derivative in the y-direction,
and therefore is not modified for a, a case in hand taken far from the top and bottom boundaries. The third
and all the other rows are the five components rows of Eq. (11).
The zeros of the points u(i-Nx-1) and u(i+Nx-1) in the position b affect the matrix [Mm]. Indeed, the first
and last row of this tridiagonal matrix going to zeros leads to the complete formulation of [Mm] as in Eq. (17).
[Mm] =

−4
(
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h4x
+
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2
y
)
2
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y
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. . . . . . . . . 0
· · · 0 2 Dxy
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2
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(
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h2xh
2
y
)
2
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h2xh
2
y
0 · · ·
0
. . . . . . . . . 0

(17)
The matrix [Mext] is unchanged, as purely diagonal.
The points c, d, e, f , g, and h are integrated following the same approach. The first matrix in the global
assembly matrix [Mass] is a center matrix [M corc ] that integrated the condition imposed in the corner. It is
modified due to its position in the mesh. For a SSSS plate, the [M corc ] matrix is expressed as (18).
[M corc ] =

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
(18)
The red five 5 is linked to the vertical left edge and therefore modifies only the first row of the matrix. As
previously, the green five 5 corresponds to the derivative in the y-direction. Consequently, the value remains
five in this first matrix, because it is integrating the boundary from the top edge as in Eq. (15). The last
and second to last rows have the same expressions than the first and second rows respectively. Due to the
symmetry of the problem, the last matrix of the [Mass] last row in Eq. (13) is also a [M corc ] matrix. The global
formulation of the problem is summed in the full [Mass] assembly matrix of (19).
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[Mass] =

[M corc ] [Mm] [Mext] [0] · · ·
[Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
[Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
[0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
...
. . . . . . . . . . . . . . .
[0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
. . . . . . . . . . . . . . .

(19)
The three last rows are the same than the three first, in reverse order. If the time-dependency term is reintro-
duced, the global matrix formulation leads to Eq. (20)([
Mass
]
− ω2n ρh
[
INmovpts
] )
(U) =
(
ΘNmovpts
)
(20)
with
[
INmovpts
]
the identity matrix and
(
ΘNmovpts
)
the null-vector, both of dimension Nmovpts = (Nx ×Ny). The
vector (U) =
(
u(1) ... u(NxNy)
)T is the displacement vector of the u(i) degrees of freedom. Equation (20)
forms an eigenvalue problem, with the solutions of ωn giving the natural rotating frequencies and associated
mode shapes.
F. CLAMPED-CLAMPED PANEL
By applying the same reasoning, the CCCC boundary conditions are integrated. In this case, the trans-
verse and the angular displacements are equally null on the extremities. For instance, along the sides where
x = {0;Lx}, one can write ∀y ∈ [0;Ly]  u = 0 ,Θxx = ∂u
∂x
= 0 .
(21)
The relationships are similar for the y-direction, as in the SSSS case. The derivative operator of Eq. (21) is
approximated with a second-order centered FD scheme around a position x(j), such as
Θxx =
∂u
∂x
=
1
2hx
(− u(j-1) + u(j+1)) . (22)
If Eq. (22) is evaluated on an edge, it is equal to zero, from Eq. (21). So, the first term u(j-1) is out of the
plate physical domain, but through the equation is therefore equal to the last term
(
u(j-1) = u(j+1)
)
. Thus,
the previous relationship gives
(
u(i-2) = u(i)
)
, which leads to the purple seven 7 in the first row of the matrix[
MCCc
]
as in Eq. (23).
[
MCCc
]
=

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0 · · ·
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0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .

(23)
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The treatment of the symmetry applied is the same than in the SSSS case. The green six 6 still corresponds
to the y-direction, not treated in this equation. The same approach is used to treat the corner than in Eq. (18),
leading to Eq. (24).
[
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=
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
(24)
With the
[
M cor,CCc
]
matrix for the corner, the
[
MCCass
]
assembly matrix can be established as the [Mass] for
the SSSS case of Eq. (19) by replacing [M corc ] by
[
M cor,CCc
]
.
3. VALIDATION FOR SIMPLY-SUPPORTED PANEL
This part presents the model validation for a SSSS plate. The model wavenumbers and mode shapes are
compared with the theoretical results. The validity of the approximation is mainly due to the stencil size,
and is treated in this section.
A. THEORETICAL SOLUTIONS
The analytic harmonic solutions of the transverse displacement (uth) of a plate under simple bending
dynamics are1
uth(x, y) =
+∞∑
l=1
+∞∑
m=1
al,m φl,m(x, y) , (25)
with al,m the amplitude of the mode (l,m). In a case of a SSSS plate, the solutions can be written as Eq. (26)
φthl,m(x, y) = sin
(
kthl x
)
× sin
(
kthm y
)
,
kthl =
lpi
Lx
, and kthm =
mpi
Ly
.
(26)
where φthl,m(x, y) = φ
th
l (x)×φthm(y) and kth =
((
kthl
)2
+
(
kthl
)2)1/2 are respectively the plate mode shape
and the wavenumber. The rotation frequency is a function of the wavenumber as
ωth =
(
kth
)2(D
ρh
)1/2
. (27)
B. WAVENUMBER
The panel is uniformly discretized in (Nx = 180) and (Ny = 162) elements in each direction, leading
to (hx ' 5.6mm and hy ' 5.6mm) stencils, which lie in the standard honeycomb core cell size, (for
trim panels, the usual lengths of a core cell lie in the [4.0 ; 6.4]mm range). Table 2 presents a comparison
between the wavenumbers, with kth theoretical values and k the FD model values. They are calculated with
the formulae of Eq. (28), with for the material having the characteristics of Table 1.
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Quantity
Designation Unit Value
Lx (m) 1
Ly (m) 0.9
hc (m) 0.00956
hs (m) 0.00042
h (m) 0.0104
ρ (kg.m-3) 264.4
ELc (MPa) 1.25
EWc (MPa) 0.73
Es (MPa) 625
Nx 180
Ny 162
Table 1: Quantities and values of the panel for the numerical simulations.

Diff. = | kth − k | ,
Rel. =
(
Diff.
kth
)
× 100 .
(28)
Mode l m kth k Diff. Rel. (%)
1 1 1 4.6962 4.6951 0.0011 0.0234
2 2 1 7.1877 7.1872 0.0005 0.0070
3 1 2 7.6556 7.6513 0.0043 0.0562
4 2 2 9.3924 9.3898 0.0026 0.0277
226 18 4 58.247 58.023 0.2240 0.0038
527 28 1 88.034 87.171 0.8630 0.0098
Table 2: Comparison between the model and theoretical wavenumbers.
The first modes present good results, with small differences. Generally, when the mode order increases, the
discrepancies between the FD model and the theory should increase too, at the exception of the first mode.
Indeed, the relative difference of the values is higher : the denominator is smaller and therefore increases
the this ratio. If a higher-order mode is observed, for instance the mode (18,4), meaning approximately 19
points per wavelength, there is a relative difference of about 0.004%, which is acceptable. If a resolution
limit of thirteen points per wavelength is considered, it leads in the x-direction with Nx = 180 points to
approximately fourteen wavelengths, meaning the mode 28 in that direction. If such a mode is evaluated,
for instance the mode of order (28,1), there is a relative difference of about 0.01%, which is still acceptable.
123
The model slightly underestimates the wavenumbers, but the values between the theoretical and the FD are
of good agreement.
C. MODE SHAPE
The mode shapes are compared using the Modal Assurance Criterion (abbreviated MAC). The Modal
Assurance Criterion (abbreviated MAC) is a measure of the degree of linearity23 between two modes, esti-
mated from their mode shapes. In the present paper, it is used to compare the theoretical and the FD mode
shapes. Given two mode shapes φ1 and φ2, the MAC1,2 is calculated as Eq. (29)
MAC1,2 =
|φH1 φ2|2
||φ1|| × ||φ2|| , (29)
where superscriptH refers to the Hermitian transpose, here of the vector φ1. If the mode shape is purely
real, that corresponds to the simple transpose of the vector. ||φ1|| = |φH1 φ1| is the norm of the vector φ1.
The MAC is a scalar value between zero and one : one meaning that the mode shapes are perfectly equal
and zero when they are completely orthogonal.
First, the auto-MAC of the theoretical mode shapes MACth,th is evaluated, in order to verify the linear
dependency of the modes. The MACth,thi,j value is evaluated with the Eq. (29) and presented in Fig. 3a for
the first 10 modes. The modes are perfectly orthogonal, as known from the theory.1 Indeed, the MACth,thi,i
are equal to the unity whereas all the other values are null. This small simulation is performed to verify
the quality of the theoretical results implementations and of the MAC computing routine. If more modes
would have been compare, the same results would occurred. Then, the auto-MAC of the FD mode shapes
MACFD,FD is presented in Fig. 3b for the first 400 modes. As in Fig. 3a, the diagonal is equal to one,
(a) Auto-MAC of the theoretical results. (b) Auto-MAC of the FD model.
Fig. 3: Auto-MAC of the first 50 modes (a) of the analytic results from the theory and (b) of the FD model.
meaning the MACFD,FDi,i values, and all the other ones are null. The modes of the non-overloaded panel
model are orthogonal, as expected from the linear theory. A large number of modes is tested in order to
verify the quality of the model prediction for higher order modes.
Finally, the cross-MAC between the theoretical and the FD values MACth,FD is plotted in Fig. ?? for
the first 50 modes of each kind. The results clearly indicate that the modes are orthogonal and identified, as
the MAC are equal to one on the diagonal and zero anywhere else.
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Fig. 4: Cross-MAC of the first 50 modes between the theoretical results and the FD model.
The simply-supported FD model is considered as validated compared to the theoretical values, in terms
of wavenumbers and mode shapes. The discrepancies between the theoretical and the model values are
small. The clamped-clamped model has been established following the same procedure as the SSSS-case,
and could have been validated using the same approach. It has not been done in the present paper, because
its main purpose is to present the overloaded case.
4. OVERLOADED PANEL SIMULATIONS
This part presents how the heterogeneities are integrated within the structure and how they are modeled
in the FD model. The fractal distribution is then presented. Finally, the influence of the overloads is analyzed
through the simulations of fractal panels. The influence of the fractal order is investigated, as well as its
impact on the modal frequencies.
A. INTEGRATION OF AN OVERLOAD
If a honeycomb core panel is filled out with small heterogeneities, they add mass and damping within
the structure. However, in the case where only a few core cells are filled in order to create a network of scat-
terers for the structural wave, the main effect is the added mass. Indeed, it is locally creating a mechanical
impedance breakdown, due to the material differences (e.g. composition and density), giving rise to reflected
and transmitted waves. A small part of the energy can also be dissipated locally, through material damping
mechanism. This phenomena occurs mainly when the distance between the heterogeneities is proportional
to half the structural wavelength, leading to wave interferences.
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If the point x(k) is overloaded with a mass Mover (in kg), Eq. (9) is modified into
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(30)
with
(
Mover
hxhy
)
being a surface density (in kg.m-2). The local overloading mass ratio αloc is defined as
Eq. (31)
αloc =
ρh(
ρh+ Moverhxhy
) . (31)
Eq. (30) can be recast into Eq. (32)
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= ω2n u(k) ,
(32)
or recast into a matrix formulation like(
[Ik,αloc ] [Mass] − ω2n ρh
[
INmovpts
] )
(U) =
(
ΘNmovpts
)
, (33)
where [Ii=k,αloc ] is the identity matrix, where the the term of the k-line is replaced by (αloc) as in matrix of
Eq. (34).
[Ik,αloc ] =

1 0 · · ·
0
. . . 0
0 1 0
· · · 0 (αloc) 0 · · ·
0 1 0
0
. . . 0
· · · 0 1

. (34)
B. INTEGRATION OF FRACTAL OVERLOADED DISTRIBUTIONS
The term “fractal” † has been introduced by Mandelbrot in 1977.24 It defines a infinite curve or surface
generated by a self-similar pattern that repeats itself - or a part of itself - at different scales. A construction
†. inspired from the Latin word fractus that means broken or fractured.
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generated by a finite number of iterations nfrac is called pre-fractal. In order to simplify the notation in this
paper, the considered pre-fractals are called simply fractals or nfrac-order fractals.
The distributions used in the present study are inspired from the Cantor set. This iterative construction
process has an homothetic ratio of three : at each iteration (order), the element is sub-divided into three equal
parts and the central one is removed. The first three orders of this motif are presented on Fig. 5a, as well as
the order zero, which is the initial structure. The distributions used are strongly inspired from this set, except
that only the extremities of the sub-sets are marked and correspond to the local overloads, sketched by black
dots (•) on Fig. 5b.
(a) Original Cantor set. (b) Fractal beam sketches.
Fig. 5: (a) Cantor set fractal and (b) one-dimensional structures overloaded with a Cantor-inspired frac-
tal, both from orders 0 up to 3.
These are the patterns used for mono-dimensional structures as in previous studies,6, 11, 18 which has
been extended here for two-dimensional panels. Figure 6b presents for instance the example of a fractal of
third-order in the x-direction with a second-order in the y-direction, called (3-2) order fractal, in the case of
a rectangular panel of size 1m× 0.9m, with the characteristics of Table 1.
(a) A (3-2) order fractal. (b) A (3-2) order fractal.
Fig. 6: Examples of (a) a (2-2) order fractal and (b) a (3-2) order fractal, with the (•) representing the
punctual overloads.
In the mono-dimensional case, the nfracx order fractal results in px masses based on the construction
process as Eq. (35)
px =
nfracx∑
i=1
2i = 2×
(
2n
frac
x − 1
)
. (35)
The same relation can be used in the y-direction such as py = 2×
(
2n
frac
y − 1
)
. The total number of masses
pxy for a two-dimensional structure as sketched on Fig. 6 is derived by combining these two relations and
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removing the first-order points which appear four times
pxy = 2px + 2py − 4 = 2× (px + py − 2) . (36)
The pxy overloads are integrated within the system using the same procedure as described in the previous
section 4.1, leading to the multiplication of the associated matrix lines by (αloc) of the matrix [Iαloc ]. For this
study, each overload is assumed to have the same mass Mover.
The global total overlaoding ratio αtot is defined such as the ratio of overloaded fractal panel mass over the
non-overloaded panel mass as Eq. (37)
αtot =
(ρhLxLy + pxy ×Mover)
ρhLxLy
= 1 +
pxy ×Mover
ρhLxLy
. (37)
The Nx and Ny stencils are of primary importance in this approach, as quickly explained in the vali-
dation section 3.2. Indeed, even though if the points that are overloaded are considered as infinitely small
(punctual), they represent an equivalent area of dimensions (hx × hy). In order to give consistency to the
approach, this surface area has to be comparable to the size of the overloaded area. For hexagonal honey-
comb composites used in trim panels, the usual lengths of a core cell lie in the range [4.0; 6.4]mm. That
leads roughly to a discretization in [150 ; 250] points for a one meter length, if the overloading concerns
only one cell, which is the assumption in the present paper.
An equivalent density of the overloading material rhoover can be approximated, by considering the ho-
neycomb core cell as in the current model. The if one cell is overloaded, the occupied volume is hhx hy,
and so rhoover is established as Eq. (38)
ρover =
ρover
hhxhy
. (38)
This is an approximation, as the honeycomb core is composed of hexagonal cells, which are not necessary
symmetrical.
C. INFLUENCE OF THE FRACTAL ORDER
The plate characteristics are tabulated in Table 1. Table 3 sums up the overloading positions along a
length normalized to the unity. The inter-mass distance of order 2 is about (a2 = 1/9 ' 0.1111) and of
order 3 (a3 = 1/27 ' 0.037).
The mode (17,5) is studied in this paper because of its wavelength and node positions. It presents sixteen
Position
Frac. 2 / / 0.1111 0.2222 / / 0.3333
Frac. 3 0.0370 0.0741 0.1111 0.2222 0.2593 0.2963 0.3333
Frac. 2 0.6667 / / 0.7778 0.8889 / /
Frac. 3 0.6667 0.7040 0.7410 0.7778 0.8889 0.9260 0.9630
Table 3: Overloading positions in per cent along a direction for fractal orders 2 and 3.
nodes in the x-direction, if the extremities are not counted, and four in the y-direction. These nodes are
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X(a) Empty panel.
X
(b) A (2-2) order panel.
X
(c) A (3-2) order panel.
X
(d) A (3-3) order panel.
Fig. 7: Examples of mode shapes of mode (17,5) for (a) an empty panel, (b) a (2-2) order panel, (c) a (3-2)
order panel, and (d) a (3-3) order panel, with the same local overloading ratio αloc = 0.0183 .
separated by a distance of (λ17/2 = 0.0588m) or per cent in this case, as the length is equal to the unity.
The nodes positions are listed in (39)
Node positions :
{0.0588; 0.1176; 0.1765; 0.2325; 0.2941; 0.3333; 0.3529; 0.4118; ...
0.5294; 0.5882; 0.6471; 0.7059; 0.7647; 0.8235; 0.8824; 0.9414} .
(39)
By comparing these values with the mass position, it can be seen that several nodes are very close to the
overloads, both for orders 2 and 3. That is why in this case the mode shapes are modified along the fractal
distribution as in Fig. 7. Indeed, as half the wavelength is comparable with the inter-mass distances, the
bending waves are reflected and lead to destructive interferences. This is why the amplitudes are smaller.
This phenomena occurs for all the multiples of half the wavelength. This phenomena will not happen if the
masses are perfectly positioned on the nodes, because they will be considered as fixed and will only reduce
the modal frequency due to the mass increase. The mode (17,5) has one of its nodes on a mass, but this is
negligible.
In the (2-2) fractal panel of Fig. (7b), it can be seen that the two lines of masses in the x-direction (at
y = [0.3 ; 0.6]) have shown reduced amplitudes in the laterals parts, whereas the amplitude in the mid-part
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is not much affected. For the (3-2) fractal of Fig. (7c), the amplitudes in the x-direction are still modified
along the y = [0.3 ; 0.6] lines, but the reduction is slightly stronger than in for the (2-2) fractal case of
Fig. (7b). Finally, the (3-3) fractal panel is plotted in Fig. (7d), the wave propagation is mainly focused in a
central band along y = 0.45, whereas the wave propagation in the other parts have been strongly reduced.
As a comparison, the mode (18,6) is quickly presented in Fig. (8b), with a non over-loaded panel and
a fractal (2-2) one. There is barely no difference between the two mode shapes, even though some masses
are not perfectly on nodes. It is the case in the y-direction for the first and second mass rows, as well as for
the last and second to last mass rows. These differences explain the small discrepancies between the mode
shapes.
X
(a) Empty panel.
X
(b) A (2-2) order panel.
Fig. 8: Examples of mode shapes of mode (18,6) for (a) an empty panel, and (b) a (2-2) order panel
overloaded by a total mass ratio αtot = 1.0202 .
D. EVOLUTION OF THE MODAL FREQUENCIES
The Table 4 presents the frequencies of the mode (17,5) for different fractal orders and overloadings. As
it can be expected, the frequency decreases as the fractal order increasing, since the panel becomes heavier.
To be more precise, for a density increase of αtot, the mode frequency is increased by a factor
(
α
−1/2
tot
)
,
from Eq. (27). Indeed, the frequency ratio between a non-overloaded and a fractal panel can be written as
Eq. (40)
f frac
fnon-o
=
(k)2 (αtotD/ρh)
1/2
(k)2 (D/ρh)1/2
=
(
α
−1/2
tot
)
. (40)
The mode wavelength is assumed to be the same in both cases, only the amplitude is modified by the
presence of the fractal, as it can be seen in Fig. 7.
For instance, this frequency ratio between the non-overloaded panel and the (3-3) fractal panel with an
overloading (αtot = 1.0946) is (1.0431/1.0923 = 0.95501), where the theoretical value is (1.0946−1/2 =
0.9558). The relative errors between the theory and the FD model have been calculated with the second
formula of Eq. (28) and found to be small, as shown in Table 4. Indeed, the largest relative difference is
about 2.6% for this mode.
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Fractal Mover (kg) pxy αloc αtot Freq. (kHz) Rel. (%)
Empty / 0 1 1 1.0923 /
(2-2) 0.0025 20 0.0325 1.0202 1.0747 1.12
(2-3) 0.0025 36 0.0325 1.0364 1.0650 1.62
(3-2) 0.0025 36 0.0325 1.0364 1.0621 1.89
(3-3) 0.0025 52 0.0325 1.0525 1.0565 2.04
(2-2) 0.0045 20 0.0183 1.0364 1.0621 1.89
(2-3) 0.0045 36 0.0183 1.0655 1.0513 2.21
(3-2) 0.0045 36 0.0183 1.0655 1.0476 2.56
(3-3) 0.0045 52 0.0183 1.0946 1.0431 2.32
Table 4: Overloading and fractal values for the mode (17,5).
Fig. 9: Modal densities of the non-overloaded panel (•) and of the (3-3) fractal panel (∗), with total
overloading ratio αtot = 1.0946 .
The modal density of the plate is calculated by only taking into account the bending modes, as in the
mechanical model. Under the hypothesis of a thin flat plate (wavelengths of the considered modes much
larger than the plate thickness), an approximation1 of the modal density n(ω) is given by Eq. (41)
n(ω) =
dNb
dω
=
LxLy
4pi
(
ρh
D
)1/2
, (41)
withNb the mode-count function. It can be observed that the theoretical modal density in this case is constant
and independent of the frequency, for dispersive bending waves. Figure 9 presents the modal density of the
non-overloaded panel and of the (3-3) fractal panel, with overloading αtot = 1.0946. The mean modal
density of the 400 first modes are 0.196 mode per Hz for the non-overloaded panel and 0.2 for the fractal
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panel. The modal densities are not perfectly constant but still present a vertical asymptote. As the increase
of density is αtot, the modal density is increased by a factor α
1/2
tot , from Eq. (41). The theoretical increase
can be calculated with Eq. (42) as the ratio of modal densities of the fractal panel over the non-overloaded
panel.
nfrac
nnon-o
=
LxLy
4pi
(
αtotρh
D
)1/2
LxLy
4pi
(
ρh
D
)1/2 = (α1/2tot ) . (42)
In the study case, it is equal to 1.0462. The numerical increase equals (0.2/0.196 ' 1.0204). The relative
error between the theory and the FD model is
| 1.0462− 1.0204 |
1.0462
= 2.47% . (43)
From the result of Eq. (43), the model is able to predict the modal density values.
5. CONCLUSION
The effects of a fractal distribution of masses on the mechanical behavior of sandwich plates have been
studied in this paper. The composite structure is modeled as a homogenized material under simple bending
dynamics, then discretized and approximated by a finite difference method. Heterogeneities are integrated
within the material as additional masses distributed following a Cantor-like set. The eigenvalue problem is
finally solved numerically to obtain the in vacuo modal basis. The non-overloaded model has been validated
with a comparison to the analytic results for simply-supported boundary conditions. Simulations of fractally
overloaded panels exhibit localization phenomena when the inter-mass distance is comparable to half the
structural wavelength. It has been demonstrated that half the wavelength needs to be close to this dimension
but not exactly equal, otherwise the masses are on the nodes and therefore do not modify the mode shapes.
The fractal order has been investigated and the higher is the fractal mode, the strongest is the localization.
The increase of the modal density is observed and well predicted based on the mass increase.
Future work will include computing of the acoustic radiation of such a structure, as is already done in
the mono-dimensional case18 for a beam. The current implementation is already valid for these calculations,
as the radiation efficiency can be computed using a radiation resistance matrix1 obtained from the transverse
displacements of the structure discretized in elementary radiators. Indeed, the finite difference discretization
provides elements which fulfill the hypotheses in terms of size compared to the wavelength.
An extension of the finite differences model will include a more advanced modeling of the composite
dynamics, to improve the precision of the mode shape and frequency, especially at higher frequencies. It
would therefore take into account the shear effects, and the coupling between the transverse and torsional
displacements.
The major benefit of the presented paper is its ability to intrinsically model and simulate the bending dy-
namics of overloaded structures, with a reduced cost-time, compared to finite element methods for instance,
in terms of time and memory consumption. The mode shape reduction and localization due to the fractal
pattern show encouraging results for the acoustical radiation, with its application to the aerospace industry.
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Bilan
Ce chapitre présente la modélisation, la validation numérique et les premières simulations
numériques du modèle de panneau sandwich surchargé par une distribution fractale de masses.
Les points importants et conclusions suivants peuvent être dressés :
• Le matériau sandwich est homogénéisé en un matériau homogène équivalent. Le mo-
dèle prend en compte les efforts de flexion simple, suivant les hypothèses classiques de
Kirchhoff-Love ;
• Le système bi-dimensionnel est discrétisé sur un maillage uniforme afin de permettre
une approximation des opérateurs dérivés à l’aide d’un schéma aux différences finies. Le
système des équations discrètes intègre les conditions aux limites de type appuyées et
encastrées. Le problème harmonique est enfin reformulé matriciellement pour être résolu
comme un problème aux valeurs propres ;
• Le modèle non-surchargé simplement supporté sur ses quatre bords peut être consi-
déré comme validé aux vues des faibles différences trouvées lors de la comparaison des
nombres d’onde et des déformées modales (au travers du MAC) avec les résultats théo-
riques de la littérature ;
• Les hétérogénéités sont intégrées comme des sur-masses ponctuelles dans le système et
sous forme d’un coefficient de surchargement local dans les équations. Le même type de
résolution aux valeurs propres peut alors être appliquée. Le schéma de distribution de
ce surchargement est inspiré d’un motif de Cantor étendu à deux dimensions ;
• Les premières simulations montrent un phénomène de réduction du déplacement trans-
verse pour des modes dont la demie longueur d’onde est comparable voire inférieure à
la distance entre les hétérogénéités. On observe ainsi des lignes de réduction de l’am-
plitude, principalement le long des lignes de surchargements. Avec l’augmentation de
l’ordre du fractal, on réalise une diminution d’autant plus marquée ;
• Dans le cas de modes où les masses sont situées quasiment parfaitement sur leurs nœuds,
la déformée modale n’est presque pas impactée par la distribution fractale, comme le
prévoit la théorie. Les différences constatées semblent dues au maillage utilisé, les masses
n’étant pas à la position théorique exacte des nœuds des modes ;
• Enfin, le modèle permet une prédiction de la densité modale due à l’ajout de la masse
supplémentaire de la distribution fractale, du même ordre de grandeur que celle d’un
panneau non-surchargé.
Ce chapitre propose une stratégie de modélisation de panneaux fractaux directement issue
de celle des poutres fractales du chapitre 2. Cette extension du modèle pour des structures
bi-dimensionnelles a permis des simulations numériques du comportement mécanique de pan-
neaux surchargés. L’étape suivante consisterait à simuler le rayonnement acoustique de ces
structures, ainsi que de valider expérimentalement les résultats via une configuration expéri-
mentale vibro-acoustique. Ce type de mesure, par exemple en transmission entre une chambre
réverbérante et une chambre anéchoïque, permettrait de quantifier la réduction des vibrations
structurelles et du rayonnement acoustique associé.
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Conclusion
Discussion
Les objectifs de ces travaux de thèse étaient d’étudier l’influence de distributions fractales de
masses sur le comportement vibro-acoustique de matériaux sandwich composites. La spécificité
des cas étudiés repose notamment sur le fait que la structure fractale soit intégrée directement
au sein du matériau composite.
Tout d’abord, une modélisation mécanique de structures sandwich mono-dimensionnelles de
type poutre surchargée a été réalisée. Pour cela, un modèle de poutre droite d’Euler-Bernoulli
a été retenu, ce qui a permis de mettre en avant le phénomène physique a priori dominant,
soit la flexion simple. Le matériau sandwich de la poutre est modélisé par un matériau homogène
équivalent issu d’un modèle de la littérature, afin de déterminer une rigidité de flexion équivalente.
L’équation du mouvement est ainsi formulée. La stratégie de résolution choisie pour cette équation
est basée sur une approximation des opérateurs dérivés à l’aide d’un schéma aux différences finies,
qui est motivée par sa facilité de mise en place, et la liberté d’intégration de plusieurs conditions
aux limites. La discrétisation de la poutre sur un maillage régulier a permis l’intégration des
hétérogénéités de la distribution fractale sous forme de sur-masses ponctuelles dans les équations
du mouvement. La résolution de ces équations pour la poutre non-surchargée et la poutre fractale
peut ainsi être effectuée de manière analogue. Le modèle non-surchargé a pu être validé par
comparaison avec des solutions analytiques. Les comparaisons des résultats de poutres surchargées
entre les simulations numériques et les résultats expérimentaux d’une analyse modale ont confirmé
la capacité du réseau fractal à modifier le comportement des modes dont les longueurs d’ondes
structurelles sont comparables voire inférieures aux distances inter-hétérogénéités. Certains modes
ont montré une localisation de leur déplacement transverse principalement sur le tiers central de
la poutre qui est non-surchargé. L’étude des fonctions de réponse en fréquences a mis en évidence
la diminution de l’amplitude des phénomènes résonants, ainsi que de l’énergie moyenne globale
de la poutre.
En revanche, le modèle ne prenant en compte que la masse ajoutée, il n’a pas été en mesure
de simuler l’effet additionnel de masselottes en élastomère. Ce dernier est fortement amortissant,
et les modes localisés ont vu leur localisation d’autant plus marquée. Il semble toutefois que ces
modes soient bien identifiés comme localisés par le modèle, cet effet supplémentaire d’amortisse-
ment n’apparaissant que dans les zones de la poutre surchargée de masselottes. Enfin, il aurait
été intéressant de pouvoir extraire des résultats des mesures dans des gammes de fréquences
plus élevées. En effet, le pot vibrant employé pour l’analyse modale vient modifier localement le
comportement de la poutre, et cette modification est d’autant plus préjudiciable que l’ordre des
modes augmente, car les longueurs d’ondes structurelles deviennent de plus en plus faibles et sont
donc impactées par l’excitateur. L’identification modale expérimentale est alors moins évidente.
L’étude du rayonnement acoustique de poutres a été effectuée en appliquant une approche basée
sur les facteurs de rayonnement, ces derniers étant évalués à partir de la matrice de résistance de
rayonnement d’un réseau d’éléments discrets. Les comparaisons entre les modes de la poutre non-
surchargée et les modes localisés de poutres fractales ont permis de mettre en avant la capacité
du réseau à modifier le comportement acoustique issu des modes vibratoires de la structure.
Certains de éléments cités précédemment ont fait l’objet de présentations lors de conférences,
donnant naissance à deux actes de congrès [Derré et Simon, 2016a,b].
Toutefois, ces simulations n’ont pas permis de simuler le comportement acoustique d’une poutre
soumise à une excitation large bande. En effet, les résultats présentés ici ne concernent que l’impact
des distributions fractales sur le facteur de rayonnement de chacun des modes, supposés découplés
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et indépendants. L’étape suivante consisterait à calculer les fonctions de réponse en fréquence de
la poutre complète à partir des réponses en fréquence de chaque mode. Pour ce faire, les données
expérimentales devraient être utilisées pour recaler les fréquences et amortissements de chacun des
modes, et ce sur une large gamme de fréquences, afin de capturer également les modes d’ordres
supérieurs localisés. Ce type de recalage a été testé pour les modes de bas ordres et a permis
d’extraire par exemple la rigidité de flexion apparente des quinze premiers modes. Cependant,
les limites du montage expérimental vis-à-vis de la présence du pot vibrant ne permettent pas
d’étendre cet aspect, comme expliqué précédemment. En effet, le but du montage expérimental
était la mesure de modes localisés et la validation de la capacité du modèle vibratoire à les prédire.
Enfin, une extension du modèle mécanique de la poutre a été réalisée pour des structures bi-
dimensionnelles de type panneau plan, la philosophie et les hypothèses du modèle étant conservées.
En effet, le choix de cette stratégie de modélisation de la poutre avait été fait dans l’optique
de pouvoir être étendue dans le cas de plaques. L’intégration des conditions aux limites a été
détaillée dans ce manuscrit en se basant sur l’acte de congrès [Derré et Simon, 2017], étant un
aspect demandant une grande rigueur et d’une importance capitale s’il l’on souhaite modéliser le
comportement mécanique avec fidélité.
Cependant, cette étude mécanique des structures surchargées bi-dimensionnelles se limite à
des simulations numériques, les expérimentations réalisées dans les présents travaux de thèse ne
concernant que des poutres. De plus, le rayonnement acoustique n’a pas été traité dans le cas de
panneaux sandwich. Ceci permet finalement d’envisager deux axes d’amélioration. Tout d’abord,
le calcul du rayonnement acoustique permettrait d’évaluer l’influence du couplage fluide-structure
dans des cas d’applications plus proches de configurations industrielles. Ensuite, il faudrait mener
la validation expérimentale vibratoire et acoustique dans le cadre d’une même expérience. Le cas
d’un panneau encastré entre une chambre réverbérante et une chambre anéchoïque permettrait
par exemple d’obtenir le rayonnement acoustique (transmission), ainsi que le comportement vi-
bratoire via une mesure de l’ensemble de la structure au vibromètre laser à balayage. De plus,
l’excitation pourrait être purement acoustique, et ainsi ne viendrait pas influencer la vibration
structurelle comme peut le faire un pot vibrant par exemple.
De manière générale, l’ensemble de cette étude a été réalisée dans l’optique de comprendre les
mécanismes vibro-acoustiques des structures sandwich surchargées par des distributions fractales
de masses. Ceci dans le but de pouvoir modifier le comportement de certains modes et réduire leur
rayonnement acoustique issu des vibrations structurelles. L’application finale de ces travaux serait
d’être capable de maîtriser l’atténuation acoustique de certains modes ciblés, tout en gardant le
contrôle de la masse ajoutée.
Bilan
Les travaux réalisés au cours de ce doctorat ont permis de mettre au point un modèle vibro-
acoustique décrivant le comportement de poutres sandwich surchargées par des distributions
fractales de masses. Ce modèle permet de simuler le comportement en flexion simple de matériaux
homogénéisés surchargés par des sur-masses ponctuelles. La validation de ce modèle a été réalisée
au travers d’un montage expérimental qui a également mis en avant des modes localisés. Les
simulations de ces modes localisés ont montré un facteur de rayonnement acoustique inférieur
à celui du même mode d’une poutre non-surchargée. Le modèle de poutre a été étendu à celui
de panneau plan, et des simulations numériques ont également montré des modes vibratoires
localisés.
Au final, cette étude aborde la thématique assez classique des structures légères surchargées,
mais en présentant une technique d’intégration nouvelle des hétérogénéités. En effet, elles sont
insérées au sein même de la structure, et le schéma de distribution est d’inspiration fractale, ce qui
innovant dans ce domaine (brevet ONERA/ATECA [Bulletin du 13.08.2015]). De plus, le choix
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de la modélisation est relativement éloigné de ce qui peut être trouvé dans la littérature pour
les structures périodiques et quasi-périodiques, qui sont pour la plupart traitées avec une métho-
dologie de type Flochet-Bloch. De nombreuses perspectives sont donc à envisager afin d’amener
le modèle à maturité, et de pouvoir in fine en faire un outil répondant à des problématiques
industrielles concrètes.
Perspectives
Les considérations décrites précédemment amènent à établir les perspectives de ces travaux
de thèse, dans l’optique de développements futurs. Ces perspectives se déclinent en trois axes
principaux, qui se recoupent.
La première étape serait une validation du modèle bi-dimensionnel via une campagne expéri-
mentale d’essai. En effet, elle s’inscrit dans la continuité directe de ces travaux de thèse : on a
commencé par un modèle 1D et son implémentation numérique, puis sa validation numérique et
expérimentale, avant de pouvoir étendre le modèle aux structures planes. Il conviendrait de pro-
fiter de l’opportunité de monter une expérience pour en extraire le maximum d’informations. En
cela, il semblerait incontournable de mettre en place une manipulation qui prendrait en compte le
couplage vibro-acoustique. On pourrait par exemple envisager une mesure en transmission entre
une chambre réverbérante et une chambre anéchoïque. Le panneau y serait monté encastré sur
toutes ces extrémités, les murs rigides faisant office de baﬄe. Une excitation acoustique permet-
trait notamment d’avoir un spectre large bande et de s’affranchir des effets indésirables du pot
vibrant, observés dans la campagne de mesures réalisées pendant cette thèse. De plus, l’autre
intérêt d’avoir une excitation acoustique serait de pouvoir réaliser des mesures en transmission,
qui se rapprocheraient de configurations aéronautiques. Aussi, des mesures acoustiques des deux
côtés du panneau pourraient permettre de remonter à plusieurs grandeurs selon l’installation
choisie : du niveau de puissance à l’aide de quelques microphones ou d’une sonde intensimétrique,
à une mesure d’antennerie acoustique, pour identifier voire quantifier les zones de rayonnement
acoustique. Enfin, la caractérisation du comportement structurel du panneau au vibromètre laser
à balayage permettrait également d’avoir une mesure vibratoire également non-intrusive. Une
mesure d’intensité structurelle pourrait être envisagée en complément, dans le but de caractériser
les chemins empruntés par l’énergie au sein de la structure.
Une autre direction que pourrait emprunter la suite de ces travaux serait liée à l’amélioration
du modèle et son extension à d’autres types de structures. En effet, bien que le modèle en flexion
simple ait montré sa capacité à établir des modes localisés, une modélisation mécanique plus
poussée permettrait de prédire le comportement modal avec plus de précision, aussi bien sur
les déformées que sur les fréquences modales. Ainsi, en conservant l’approximation du matériau
sandwich en un matériau homogène équivalent, on pourrait rajouter les effets de cisaillement
de la structure, ainsi que les effets d’inerties de rotation des sections droites, notamment pour
prendre en compte les poutres plus épaisses par exemple, ou encore des poutres orthotropes [Renji
et al., 1997]. Une autre stratégie pourrait être de considérer des modèles d’ordres supérieurs,
comme le modèle bi-cubique (ordre 6) [Nilsson et Nilsson, 2002], qui s’applique pour des poutres
sandwich symétriques en basses fréquences, quand les mouvements des peaux sont indépendants.
Aussi, en introduisant des paramètres mécaniques qui dépendent de la fréquence, on pourrait
de facto obtenir une meilleure estimation des fréquences propres. Backström et Nilsson [2007]
proposent également des modèles de rigidités de flexion et modules de cisaillement en fonction
de la fréquence. Dans le cas de constructions nouvelles, il conviendrait de vérifier ces modèles au
moyen d’une expérience via une identification modale expérimentale conventionnelle.
De plus, il pourrait être intéressant d’explorer d’autres types de matériaux composites. On
penserait par exemple à des constructions sandwich comportant des âmes en matériau visco-
élastique [Mead et Markus, 1970], ou encore des âmes en mousse, afin de profiter de l’effet de
139
Études mécaniques d’une poutre fractale
dilatation que procurent ces matériaux.
Enfin, la modélisation du rayonnement acoustique devrait être étendue à la prise en compte
de l’ensemble des modes de la structure et de leurs interactions, là où les facteurs de rayonne-
ment sont calculés un par un dans cette thèse. La prise en compte de modèles mécaniques plus
complexes pourrait permettre de réaliser une meilleure estimation de la coïncidence et donc de la
courbe de perte par transmission par exemple [Renji, 2005]. Avec des modèles mécaniques plus
poussés, on pourrait également réaliser une simulation plus réaliste des fonctions de réponse en
fréquence, dans le sens où l’on prendrait en compte les amortissements modaux par exemple. Ces
FRF permettraient de servir d’entrées au modèle de rayonnement acoustique, et de calculer la
réponse à une sollicitation large bande, qu’elle soit structurelle ou acoustique.
Finalement, on pourrait aller jusqu’à imaginer une extension du modèle pour des structures tri-
dimensionnelles, comme des surfaces non planes ou des coques. En effet, bien que les hypothèses de
structures planes fournissent des tendances représentatives des structures réelles, il n’est pas rare
dans l’industrie aéronautique de rencontrer des pièces avec de forts rayons de courbures, comme
les tronçons de fuselage par exemple, pour lesquels la transmission est également gouvernée par la
fréquence d’anneau [Simon, 2006]. Cependant, le troisième et dernier axe ouvrirait la voie dans la
direction de l’optimisation des distributions d’hétérogénéités. En effet, la majorité des structures
étudiées dans ces travaux sont des poutres, ce qui restreint la forme à une dimension. Le schéma
utilisé s’inspirant de l’ensemble de Cantor présente l’avantage de laisser une zone centrale non-
surchargée, facilitant la possibilité de localiser des déformées modales. Cependant, l’étude des
structures planes a permis d’envisager un panel plus important de distributions fractales (telles
que celles dérivées de Sierpinski ou de Vicsek). Aussi, l’un des éléments clés de la localisation étant
les distances inter-hétérogénéités, on pourrait imaginer qu’un algorithme d’optimisation aurait la
faculté de proposer les distributions les plus à même de réduire les modes ciblés. Des techniques
comme les algorithmes génétiques ou les réseaux de neurones pourraient être une solution à cette
problématique. Il supposerait cependant une bonne connaissance du modèle et de ses limites, et
passerait sûrement par la création d’une base de données de référence.
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1. INTRODUCTION
For more than fifty years, lightweight composite materials have been widely used within the transport
industry, driven by the benefits of mass reduction. To be more specific, in the aerospace industry, sandwich
honeycomb core panels have been used for decades within secondary aircraft parts (e.g., trim panels) and
more recently as primary parts (Airbus A350-XWB or NHIndustries NH90 for instance, fuselage and struc-
tural elements), maximizing the stiffness-to-weight ratio. The weight reduction is however responsible for
a decrease in the panel sound transmission loss and a rise in the acoustic radiation (e.g., mass law before
the coincidence frequency),1 which has to be compensated particularly for acoustical safety and comfort.
Hence, strategies focusing on active and passive reduction of structural vibrations have been designed to mi-
nimize the radiated noise within the aircraft cabin or cockpit. The type of sandwich considered in this paper
is inspired from the trim panel, and consists of a relatively thick and lightweight honeycomb core bounded
on the sides by two thin - but sufficiently stiff - sheets (homogeneous layer or laminates). For instance, the
use of piezoelectric patches or constrained viscoelastic layers increase the structure’s stiffness and damping.
These methods are efficient but imply non-negligible additional mass. In the helicopter industry, trim panel
core cells are filled out with small elements, such as empty elastomer spheres. They are embedded in a way
that prevents a granular effect. They increase the damping at a reduced mass cost. The starting point of this
study is to select the core cells that will be filled out instead of filling all the cells. The idea is to create a
network of heterogeneities within the panel that will modify the structural wave propagation.
On one side, many studies on structural irregularities (manufacturing defaults or modifications made on
purpose) have shown specific and interesting features. Most of the time, these irregularities are arranged
following periodic patterns, as for instance in an aircraft with the ribs and stringers of fuselage frames.2 Ini-
tially, a frequency shift of the density of states (abbreviated DOS) has been observed in proteins3 between
classical - unlocalized - modes called phonons and localized fracton modes, caused by energy localization
phenomena. One-dimensional coupled mechanical oscillator studies4 have highlighted such confinement,
both experimentally and numerically. Rao et al.5 studied large amplitude flexural vibration of stiffened
plates. They used a finite element method to solved a non-linear equation and compared the first six modes
natural frequencies with other studies of the same test-cases. However, he did not investigate the overloa-
ding influence on the mode shape or on higher order modes. Recently, studies have been conducted on
fractal overloaded structures, specifically string6 and membrane.7 Experimental and numerical mode shapes
exhibited fractons with spatial localization of the transverse displacement, which has been validated by a
DOS analysis.
On the other side, acoustical aspects of architectured materials † have also been investigated. The present
study follows on from a patent by ONERA and ATECA of 2015.9 Indeed, they performed acoustic trans-
mission experiments on sandwich panels whose cores were heterogeneously overloaded. Some honeycomb
core cells were filled out by hollowed spheres (made of rigid polymer or damped elastomer), and the dis-
tribution patterns followed Vicsek and Sierpinski fractals. The experimental data suggested that the fractal
distributions not only added lumped mass but also acted as a network of heterogeneities modifying the
wave propagation among the structure and thus the acoustic radiated noise. However, no measurement of
mechanical behavior of the overloaded structures or modeling have been performed.
Furthermore, phononic (or sonic) crystals exhibit frequency band gaps or wave-guiding due to destruc-
tive interferences generated by multiple scattering and wave reflections. Phononic crystal is a larger family
that encompasses vibration in crystal lattices and phonon physics.10 These structures are built by embedding
a periodic array of scatterers in a host medium, either solid or fluid. Studies11 comparing classically ordered
networks with quasi-ordered fractal networks demonstrated that by removing some scatterers, the attenua-
†. This terminology is used by many, as for instance Hasby.8 It is also referred as “hierarchical materials”.
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tion band gaps can be broadened and dropped to lower frequencies. Nouh et al. proposed meta-structures,
as beams12 and plates.13 They were made of aluminum which were drilled to create multiple holes, filled
with a viscoelastic membrane, surmounted by small masses. These local resonators acted as absorbers that
dropped the band gaps towards lower frequencies, which cannot be reached only with the periodicity of the
structure. The propagation surfaces were simulated by studying an elementary cell and considering the plate
as infinite, ignoring the boundary conditions. Band gaps occurred and they achieved reduction of the struc-
tural vibrations in these bands. However, their structures suffered from a loss in the mechanical strength,
due to the manufacturing process.
To summarize, the spatial localization of vibration mode shapes due to the periodic or pseudo-periodic
overloading of structures has been modeled and experimentally studied, as well as the resulting acoustic
radiation but for different purposes and in separate studies. However, to the best of the authors’ knowledge,
they do not account for the vibroacoustical coupling, neither on composite sandwich structures, nor with the
heterogeneities directly inserted within the honeycomb core and following a fractal distribution. Such study
has been performed by Derre´ and Simon14 in a one-dimensional structure : a beam. The results are encoura-
ging, both from a structural and an acoustical point of view. To be applied to an industrial construction, the
structural model has to be extended to two-dimensional case : a sandwich plate.
This is the purpose of the present paper, organized as follows. Section 2 describes the mechanical model of
a homogenized sandwich panel. A discrete eigenvalue problem is established and solved through a matrix
formulation. Then, section 3 validates the structural model by a comparison with theoretical analytic results.
Section 4 introduces the fractal overloading and discusses the numerical simulations of the aforementio-
ned model, overloaded by the mass fractal distribution. Finally, some concluding remarks are drawn and an
outlook of the acoustical possibilities is presented.
2. HOMOGENIZED PLATE MODEL
The first section presents the mechanical model of a non-overloaded sandwich panel, governed by ben-
ding dynamics. First, the homogenization of the material is described. Then, the simply-supported case is
fully derived, with a time-harmonic motion equation and a finite differences approximation.
A. COMPOSITE HOMOGENIZATION
A typical sandwich trim panel consists of a lightweight core material trapped between two laminates,
with several plies of glass-fiber. Herein, the core is made of Nomex R©. The purpose of such a core is to main-
tain distance between the laminates and, to some extent resist to shear deformation.15 In the modeling of
acoustic radiation created by mechanical vibration (fluid-structure interaction), bending waves have a pre-
dominant role in the sound frequency domain.1
Considering Nilsson’s simplifying assumptions,16 a low-frequency equivalent bending rigidity of the
whole structure can be derived using Huygens theorem (transport of the second moment of area from the
neutral line of a skin to neutral line of the sandwich structure). For this kind of honeycomb core, there are two
privileged bending directions L and W , linked to orthotropy due to its geometry and construction process.
Most of the time, these directions influence the sandwich layout within the system in order to maximize
their effects. In order to simplify the notations, the L and W directions are taken arbitrarily following the x
and y directions. The equivalent bending rigidities in the x−direction DLsand and in the y−direction DWsand
(also written Dx and Dy) are given by Eq. (1), where Ei, Ii, and hi, respectively denote Young’s moduli,
second moments of area (of the cross section), and the thickness of elements. The indexing (c) and (s) are
for the core and skin values. The skins are assumed to be made of an isotropic material. Kim and Hwang17
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examined the validity conditions of the approximation used in such a model. The bending rigidity of the
skins projected to the neutral line of the sandwich is predominant. The thickness (hc + hs) confers to the
ensemble a large equivalent bending stiffness, called sandwich effect. In the rest of the paper, the structure
is considered as an orthotropic equivalent material with the bending rigidities approximated by Eq. (1).
DLsand = E
L
c Ic + EsIs = E
L
c
h3c
12
+ 2Es
(
h3s
12
+ hs
(
hc + hs
2
)2)
,
DWsand = E
W
c Ic + EsIs = E
W
c
h3c
12
+ 2Es
(
h3s
12
+ hs
(
hc + hs
2
)2)
.
(1)
B. SIMPLE BENDING PLATE EQUATION
Under the classical linear hypotheses and approximations,1 a fourth-order theory is used. Considering
a thin Kirchhoff-Love plate, the time-dependency is taken as harmonic, with the corresponding angular
frequency ω. The out-of-plane transverse displacement uz(x, y) of the time-dependent plate transverse dis-
placement u(x, y, t) = uz(x, y)× exp (jωt) governs the equation of motion (2)(
D∇4 − ω2ρh
)
uz(x, y) =
(
Dx
∂4
∂x4
+Dy
∂4
∂y4
+ 2Dxy
∂4
∂2x∂y
2
− ω2ρh
)
uz(x, y) = 0 , (2)
with D, ρ, and h respectively denoting the generic term for bending rigidity (Dxy being the torsional rigi-
dity), the density of the material, and the total plate thickness.
C. FINITE DIFFERENCES APPROXIMATION
In order to use finite differences (abbreviated FD) for the approximation of the spatial derivative opera-
tors, the structure has to be discretized. The FD method is mainly motivated by its convenience of imple-
mentation and a low computing-time cost. It is also justified by the flexibility of the structure meshing for
the integration of heterogeneities at different fractal orders. Finally, it allows an easier understanding of the
results from a physical point of view.
The structure is regularly discretized with Lx = hx× (Nx + 1) and Ly = hy× (Ny + 1), as sketched in
Fig. 1. There areNpts = Nx×Ny points inside the mesh as the exterior points, meaning the edge and corner
points are considered fixed (× in Fig. 1). Indeed, the boundary conditions considered in the present study are
simply-supported on all the edges (abbreviated SSSS). The total number of points is (Nx + 2)× (Ny + 2).
The transverse displacement at position (i) is written as u(i) = u(i).
So, uz(x, y) becomes a discrete variable u(i) and the derivative operators can be approximated with FD.
A centered second-order scheme is used for the fourth-order derivative. The x-direction is taken as reference
to express the stencil support around a point x(i), which gives a classical thirteen points scheme - as sketched
in Fig. 1. Eq. (2) can be recast into a discrete finite differences equation as
u(i)
(
6
Dx
h4x
+ 6
Dy
h4y
+ 8
Dxy
h2xh
2
y
− ω2nρh
)
+
(
u(i-2)
Dx
h4x
+ u(i+2)
Dx
h4x
+ u(i-2Nx)
Dy
h4y
+ u(i+2Nx)
Dy
h4y
)
− 4
(
u(i-1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i+1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i-Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(i+Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
))
+ 2
Dxy
h2xh
2
y
(
u(i-Nx-1) + u(i-Nx+1) + u(i+Nx-1) + u(i+Nx+1)
)
= 0 ,
(3)
with ωn the discrete pulsation. Indeed, due to the variable discretization, the number of degrees of freedom
is equal to the size of the discrete displacement vector u(i), meaning Npts.
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Fig. 1: Grid mesh with axis reference and 13 points stencil (− −) for the finite differences approximation.
D. MATRIX FORMULATION
The system created by the equations (3) for the Npts discrete points u(i) is an eigenvalue problem, with
Npts unknowns. On the stencil sketch of Fig. 1, the choice of x as the main index leads to a formulation
that can be easily recast into matrices. Each line of the mesh corresponds to set of (Nx) points represented
in a (Nx)-by-(Nx) matrix. The global matrix is therefore a (Nx × Ny)-by-(Nx × Ny) matrix. The time-
dependency term
(−ω2n ρhu(i)) is integrated separately at the end of this part in Eq. (9). For a point u(i)
taken far enough from the boundaries, which are treated in the next section, five clusters of points are iden-
tified. A first group of five points (u(i-2), u(i-1), u(i), u(i+1), u(i+2)) can be integrated within a (Nx)-by-(Nx)
pentadiagonal matrix [Mc] with the main expression being
[Mc] =

0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . . 0
· · · 0 Dx
h4x
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
) (
6
Dx
h4x
+6
Dy
h4y
+8
Dxy
h2xh2y
)
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
Dx
h4x
0 · · ·
0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . . 0
 (4)
The second and third groups are (u(i-Nx-1), u(i-Nx), u(i-Nx+1)) and (u(i+Nx-1), u(i+Nx), u(i+Nx+1)). They are
identical because of their symmetry around the central term u(i). Their main expressions can be integrated
into a (Nx)-by-(Nx) tridiagonal matrix [Mm] as in Eq. (5). The fourth and fifth groups are (u(i-2Nx)) and
(u(i+2Nx)). They are identical for the same reason and are composed of a single term on their diagonals(
Dy/h
4
y
)
, which leads to (Nx)-by-(Nx) matrix [Mext], also presented in Eq. (5).
[Mm] =

0
. . .
. . .
. . . 0
· · · 0 2 Dxy
h2xh2y
−4
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh2y
)
2
Dxy
h2xh2y
0 · · ·
0
. . .
. . .
. . . 0
 ; [Mext] =

0
. . . 0
· · · 0 Dy
h4y
0 · · ·
0
. . . 0
 (5)
The global assembly matrix [Mass] of the system can therefore be expressed as Eq. (6).
[Mass] =

. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
· · · [0] [Mext] [Mm] [Mc] [Mm] [Mext] [0] · · ·
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
 (6)
The boundary conditions need to be integrated and are modifying the firsts and lasts rows of these matrices.
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E. BOUNDARY CONDITION INTEGRATION
In this part, the integration of one condition is presented into details. The others ones are integrated
following the same approach. The panel is considered as SSSS on all of its edges. Therefore, the trans-
verse displacements and the bending momentum are equally null on the extremities.1 The momentum is
approximated with a center FD scheme around a given position x(j), such as Eq. (7)
Mxx = Dx
∂2u
∂x2
=
Dx
h2x
(
u(j-1) − 2u(j) + u(j+1)
)
. (7)
When the global equilibrium Eq. (3) is evaluated along the (x = 0) edge, it is equal to zero with u(i) null
too. If the equation is evaluated on a position marked as (a) on Fig. 1, the point u(i-2) is an edge point,
so it is equal to zero. That leads to the removing of the left term
(
Dx/h
4
x
)
in the second row of the [Mc]
matrix of Eq. (4). If the equation is evaluated on a position marked as (b), the point u(i-2) is off-domain,
and the points u(i-1), u(i-Nx-1) and u(i+Nx-1) are equal to zero because they are on the edge. If Eq. (7) is
evaluated on an edge, it is equals to zero and the central term u(j) is null too. So, the first term u(j-1) is out
of the plate physical domain, but through the equation it is therefore equal to the opposite of the last term(
u(j-1) = − u(j+1)
)
. Thus, the previous relationship leads to
(
u(i-2) = −u(i)
)
, which substituted into the
first row of the matrix (4) gives
[Mc] =

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 (8)
Due to the symmetry of the geometry, the same expressions as the first and second rows are found for the
last and second to last rows respectively. The green six 6 of Eq. (8) corresponds to the derivative in the
y-direction, and therefore is not modified for the point (a), a case in hand taken far from the top and bottom
boundaries. The third and all the other rows are the five components rows of Eq. (4).
If the time-dependency term is reintroduced, the global matrix formulation of (6) is recast into Eq. (9)([
Mass
]
− ω2n ρh
[
INpts
] )
(U) =
(
ΘNpts
)
(9)
with
[
INpts
]
the identity matrix and
(
ΘNpts
)
the null-vector. The vector (U) =
(
u(1) ... u(NxNy)
)T is the
displacement vector of the u(i) degrees of freedom. Eq. (9) forms an eigenvalue problem, with the solutions
of ωn giving the natural frequencies and associated mode shapes.
3. VALIDATION FOR SIMPLY-SUPPORTED PANEL
This part presents the model validation for a SSSS plate. The model wavenumbers and mode shapes are
compared with the theoretical results. The approximation precision is mainly related to the stencil size.
A. THEORETICAL SOLUTIONS
The analytic harmonic solutions of the transverse displacement (uth) of a SSSS plate under simple
bending dynamics are1
uth(x, y) =
+∞∑
l=1
+∞∑
m=1
al,m φl,m(x, y) with φthl,m(x, y) = sin
(
kthl x
)
× sin
(
kthm y
)
, (10)
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where al,m is the amplitude of the mode (l,m), φthl,m(x, y) = φ
th
l (x)×φthm(y) and
(
kth
)2
=
((
kthl
)2
+
(
kthl
)2)
of Eq. (10) being respectively the plate mode shape and the wavenumber. The rotation frequency is a func-
tion of the wavenumber as Eq. (11)
kthl =
lpi
Lx
, kthm =
mpi
Ly
, and ωth =
(
kth
)2 (
D/ρh
)1/2
. (11)
B. WAVENUMBER
The panel is uniformly discretized in (Nx = 180) and (Ny = 162) elements in each direction, leading
to (hx ' 5.6mm and hy ' 5.6mm) stencils, which lie in the standard honeycomb core cell size (for trim
panels, the usual lengths of a core cell lie in the [4.0 ; 6.4]mm range). Table 2 presents a comparison between
the wavenumbers, with kth theoretical values and k the FD model values.{
Diff. = | kth − k | , and Rel. =
(
Diff.
kth
)
× 100 . (12)
The first modes present good results, with small differences. Generally, when the mode order increases, the
Designation Lx Ly hc hs h ρ ELc E
W
c Es Nx Ny
Unit (m) (m) (mm) (mm) (mm) (kg.m-3) (MPa) (MPa) (MPa)
Value 1 0.9 9.56 0.42 10.4 264.4 1.25 0.73 625 180 162
Table 1: Quantities and values of the numerical simulations.
Mode (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (18,4) (28,1)
kth 4.6962 7.1877 7.6556 9.3924 58.247 88.034
k 4.6951 7.1872 7.6513 9.3898 58.023 87.171
Table 2: Comparison between the model and theoretical wavenumbers.
discrepancies between the FD model and the theory increase too. If a higher-order mode is observed, for
instance the mode (18,4), meaning approximately 19 points per wavelength, there is a relative difference of
about 0.004%, which is acceptable. If a resolution limit of 13 points per wavelength is considered, it leads in
the x-direction with Nx = 180 points to approximately fourteen wavelengths, meaning the mode 28 in that
direction. If such a mode is evaluated, for instance the mode of order (28,1), there is a relative difference
of about 0.01%, which is still acceptable. Even though the model slightly underestimates the wavenumbers,
the theoretical and FD model values are in found to be in a very good agreement.
C. MODE SHAPE
The mode shapes are compared using the Modal Assurance Criterion (abbreviated MAC). The MAC is
a measure of the degree of linearity18 between two modes, estimated from their mode shapes. In the present
paper, it is used to compare the theoretical and the FD mode shapes. The auto-MAC of FD mode shapes
has been found to be identically equal to one on the diagonal and zero elsewhere, meaning the modes are
perfectly orthogonal and the linear assumption is confirmed. The cross-MAC between the theoretical and
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the FD values has also been calculated, and found with a diagonal of ones and zeros elsewhere. The modes
are orthogonal and well identified, as previously. The simply-supported FD model is considered as validated
compared to the theoretical values, in terms of wavenumbers and mode shapes.
4. OVERLOADED PANEL SIMULATIONS
This part presents how the heterogeneities are integrated within the structure and how they are modeled
in the FD model. The fractal distribution is then presented. Finally, the influence of the overloads is analyzed
through the simulations of fractal panels. The influence of the fractal mode shape is investigated, as well as
the impact on the modal frequencies.
A. INTEGRATION OF AN OVERLOAD
If a honeycomb core panel is filled out with small heterogeneities, they add mass and damping within
the structure. However, in the case where only a few core cells are filled in order to create a network of
scatterers for the structural wave, the main effect is the added mass. Indeed, it is locally creating a mechanical
impedance breakdown, due to the material differences (e.g. composition and density), giving rise to reflected
and transmitted waves. A small part of the energy can also be dissipated locally, through material damping
mechanism. This phenomena occurs mainly when the distance between the heterogeneities is proportional
to half the structural wavelength, leading to wave interferences. If the point x(k) is overloaded with a mass
Mover (in kg), Eq. (3) is modified into
u(k)
(
6
Dx
h4x
+ 6
Dy
h4y
+ 8
Dxy
h2xh
2
y
− ω2n
(
ρh+
Mover
hxhy
))
+
(
u(k-2)
Dx
h4x
+ u(k+2)
Dx
h4x
+ u(k-2Nx)
Dy
h4y
+ u(k+2Nx)
Dy
h4y
)
− 4
(
u(k-1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(k+1)
(
Dx
h4x
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(k-Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
)
+ u(k+Nx)
(
Dy
h4y
+
Dxy
h2xh
2
y
))
+ 2
Dxy
h2xh
2
y
(
u(k-Nx-1) + u(k-Nx+1) + u(k+Nx-1) + u(k+Nx+1)
)
= 0 ,
(13)
with
(
Mover
hxhy
)
being a surface density (in kg.m-2). The local overloading mass ratio αloc is defined as
Eq. (14)
αloc =
ρh(
ρh+ Moverhxhy
) . (14)
Eq. (13) can be expressed as
αloc
ρh
(
D∇4u
)
= ω2n u(k) , where the FD scheme is not expanded or recast into
a matrix formulation like ( 1
ρh
[Ik,αloc ] [Mass] − ω2n
[
INpts
] )
(U) =
(
ΘNpts
)
(15)
where [Ik,αloc ] is the identity matrix, where the term of the k-line is replaced by (αloc).
B. INTEGRATION OF FRACTAL OVERLOADED DISTRIBUTIONS
The term “fractal” † has been introduced by Mandelbrot in 1977.19 It defines a infinite curve or surface
generated by a self-similar pattern that repeats itself - or a part of itself - at different scales. A construction
†. inspired from the Latin word fractus that means broken or fractured.
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generated by a finite number of iterations nfrac is called pre-fractal. In order to simplify the notation in this
paper, the considered pre-fractals are called simply fractals or nfrac-order fractals.
The distributions used in this study are inspired from the Cantor set. Its iterative construction process
for mono-dimensional structure has a homothetic ratio of three : at each iteration (order), the element is
sub-divided into three equal parts. The first three orders are presented on the top of Fig. 2a, as well as the
order zero, which is the initial structure. The distributions used are strongly inspired from this set, except
that only the extremities of the sub-sets are marked and correspond to the local overloads, sketched by black
dots (•) on the bottom of Fig. 2a. These are the patterns used for mono-dimensional structures as in previous
(a) Cantor set and overloaded beam. (b) A (2-2) order fractal.
Fig. 2: (a) Cantor set on the top and beams overloaded with fractal on the bottom, both from orders 0 up
to 3, and (b) a (2-2) order fractal distribution on a panel, the (•) representing the punctual overloads.
studies,7, 14 which has been extended here for two-dimensional panels. Figure 2b presents for instance the
example of a fractal of second-order both in the x-direction and in the y-direction, called (2-2) order fractal,
in the case of a rectangular panel of size 1m × 0.9m, with the characteristics of Table 1. In the mono-
dimensional case, the nfracx order fractal results in px masses calculated : px =
∑nfracx
i=1 2
i = 2×
(
2n
frac
x − 1
)
.
The same relation can be used in the y-direction such as py = 2×
(
2n
frac
y − 1
)
. The total number of masses
pxy for a two-dimensional structure as sketched on Fig. 2b is derived by combining these two relations and
removing the first-order points which appear four times : pxy = 2px + 2py − 4 = 2× (px + py − 2) . The
pxy overloads are integrated within the system using the same procedure as described in the previous section
4.1, leading to the multiplication of the associated matrix lines by (αloc) of the matrix [Iαloc ]. For this study,
each overload is assumed to have the same mass Mover. The global total overlaoding ratio αtot is defined
such as the ratio of overloaded fractal beam mass over the non-overloaded beam mass as Eq. (16)
αtot =
(ρhLxLy + pxy ×Mover)
ρhLxLy
= 1 +
pxy ×Mover
ρhLxLy
. (16)
C. INFLUENCE OF THE FRACTAL ORDER
The plate characteristics are tabulated in Table 1. Table 3 sums up the overloading positions along a
length normalized to the unity. The inter-mass distance of order 2 is about a2 = 1/9 ' 0.1111 and of order
3 about a3 = 1/27 ' 0.037. The mode (17,5) is studied in this paper because of its wavelengths. It presents
sixteen nodes in the x-direction, if the extremities are not counted, and four in the y-direction. These nodes
are separated by a distance of λ17/2 = 0.0588m (or per cent in this case, as the length is equal to the unity).
The nodes positions are listed in (17).
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Position
Frac. 2 / / 0.1111 0.2222 / / 0.3333
Frac. 3 0.0370 0.0741 0.1111 0.2222 0.2593 0.2963 0.3333
Frac. 2 0.6667 / / 0.7778 0.8889 / /
Frac. 3 0.6667 0.7040 0.7410 0.7778 0.8889 0.9260 0.9630
Table 3: Overloading positions in per cent along a direction for fractal orders 2 and 3.
X
(a) Empty panel.
X
(b) A (3-3) order panel.
Fig. 3: (17,5) mode shapes of (a) an empty panel, and (b) a (3-3) fractal panel with αtot = 1.0946 .
Node positions :
{0.0588; 0.1176; 0.1765; 0.2325; 0.2941; 0.3333; 0.3529; 0.4118; ...
0.5294; 0.5882; 0.6471; 0.7059; 0.7647; 0.8235; 0.8824; 0.9414} .
(17)
By comparing the node and mass positions, it can be seen that several nodes are very close to the overloads,
both for order 2 and 3. That is why in this case the mode shapes are modified along the fractal distribution
as in Fig. 3b. Indeed, as half the wavelength is comparable with the inter-mass distances, the bending waves
are reflected and lead to destructive interferences. This is why the amplitudes are smaller. This phenomena
occurs for all the multiples of half the wavelength. This phenomena will not happen if the masses are
positioned perfectly on the nodes, because they will be considered as fixed and will only reduce the modal
frequency due to the mass. The mode (17,5) has one of its node on a mass, but this is negligible. In the (2-2)
fractal panel of Fig. 3b, it can clearly be seen that the two lines of masses in the x-direction (at y = [0.3; 0.6])
have shown reduced amplitudes in the laterals parts, whereas the amplitude in the mid-part is less affected.
As a comparison, the mode (18,6) is quickly presented in Fig. 4, with a non over-loaded panel and a
fractal (2-2) one. There is barely no difference between the two mode shapes, even though some masses are
not perfectly on nodes. These differences explain the small discrepancies between the mode shapes.
D. EVOLUTION OF THE MODAL FREQUENCIES
The Table 4.4 presents the frequencies of the mode (17,5) for different fractal orders and overloadings.
As expected, the frequency decreases as the fractal order increasing, since the plate becomes heavier. To
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X(a) Empty panel.
X
(b) A (2-2) order panel.
Fig. 4: (18,6) mode shapes of (a) an empty panel, and (b) a (2-2) fractal panel with αtot = 1.0202 .
be more precise, for a density increase of αtot, the mode frequency is decreased by a factor
(
α
−1/2
tot
)
, from
Eq. (11). Indeed, the frequency ratio between a non-overloaded and a fractal panel can be written as Eq. (18)
f frac
fnon-o
=
(k)2 (αtotD/ρh)
1/2
(k)2 (D/ρh)1/2
=
(
α
−1/2
tot
)
. (18)
The mode wavelength is assumed to be the same in both cases, only the amplitude is modified by the
presence of the fractal, as it can be seen in Fig. 3 and 4. For instance, this frequency ratio between the
non-overloaded panel and the (3-3) fractal panel with an overloading (αtot = 1.0946) is (1.0431/1.0923 =
0.95501), where the theoretical value is (1.0946−1/2 = 0.9558). The relative errors between the theory and
the FD model have been calculated and found to be very small, as shown in Table 4.4. Indeed, the largest
relative difference is about 2.6% for this mode.
Fig. 5: Modal densities of the empty (•)
and of the (3-3) fractal panels (∗).
Frac. Mover αloc αtot f (kHz) Rel.
Empty / 1 1 1.0923 /
(2-2) 0.0025 0.0325 1.0202 1.0747 1.12
(2-3) 0.0025 0.0325 1.0364 1.0650 1.62
(3-2) 0.0025 0.0325 1.0364 1.0621 1.89
(3-3) 0.0025 0.0325 1.0525 1.0565 2.04
(2-2) 0.0045 0.0183 1.0364 1.0621 1.89
(2-3) 0.0045 0.0183 1.0655 1.0513 2.21
(3-2) 0.0045 0.0183 1.0655 1.0476 2.56
(3-3) 0.0045 0.0183 1.0946 1.0431 2.32
Table 4: Overloading, fractal values
for the mode (17,5).
The modal density of the plate is calculated by only taking into account the bending modes, as in the
mechanical model. Under the hypothesis of a thin flat plate (wavelengths of the considered modes much
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larger than the plate thickness), an approximation1 of the modal density n(ω) is given by Eq. (19)
n(ω) =
dNb
dω
=
LxLy
4pi
(
ρh
D
)1/2
, (19)
with Nb the mode-count function. It can be observed that the theoretical modal density of dispersive ben-
ding waves is constant and independent of the frequency. Figure 5 presents the modal density of the non-
overloaded panel and of the (3-3) fractal panel, with overloading αtot = 1.0946. The mean modal density
of the 400 first modes are 0.196 mode per Hz for the non-overloaded beam and 0.2 for the fractal beam.
The modal densities are not perfectly constant but still present a vertical asymptote. As the increase of den-
sity is αtot, the modal density is increased by a factor α
1/2
tot , from Eq. (19). The theoretical increase can be
calculated with Eq. (20) as the ratio of modal densities of the fractal panel over the non-overloaded panel.
nfrac/nnon-o =
(
α
1/2
tot
)
. (20)
In this case study, it is equal to 1.0462. The numerical increase equals (0.2/0.196 ' 1.0204). The relative
error between the theory and the FD model is (1.0462− 1.0204) /1.0462 = 2.47%. From the previous
result, the model is able to predict the variation of the modal density.
5. CONCLUSION
The effects of a fractal distribution of masses on the mechanical behavior of sandwich plates have been
studied in this paper. The composite structure is modeled as a homogenized material under simple bending
dynamics, then discretized and approximated by a finite difference method. Heterogeneities are integrated
within the material as additional masses distributed following a Cantor-like set. The eigenvalue problem is
finally solved numerically to obtain the in vacuo modal basis. The non-overloaded model has been validated
with a comparison to the analytic results for simply-supported boundary conditions. Simulations of fractally
overloaded panels exhibit localization phenomena when the inter-mass distance is comparable to half the
structural wavelength. It has been demonstrated that half the wavelength needs to be close to this dimension
but not exactly equal, otherwise the masses are on the nodes and therefore do not modify the mode shapes.
The fractal order has been investigated and the higher is the fractal mode, the strongest is the localization.
The increase of the modal density is observed and well predicted based on the mass increase.
Future work will include computing of the acoustic radiation of such a structure, as is already done in
the mono-dimensional case14 for a beam. The current implementation is already valid for these calculations,
as the radiation efficiency can be computed using a radiation resistance matrix1 obtained from the transverse
displacements of the structure discretized in elementary radiators. Indeed, the finite difference discretization
provides elements which fulfill the hypotheses in terms of size compared to the wavelength. An extension of
the finite differences model will include a more advanced modeling of the composite dynamics, to improve
the precision of the mode shape and frequency, especially at higher frequencies. It would therefore take into
account the shear effects, and the coupling between the transverse and torsional displacements.
The major benefit of the presented paper is its ability to intrinsically model and simulate the bending dy-
namics of overloaded structures, with a reduced cost-time, compared to finite element methods for instance,
in terms of time and memory consumption. The mode shape reduction and localization due to the fractal
pattern show encouraging results for the acoustical radiation, with its application to the aerospace industry.
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